Jeloljiik o(x)-szel z osztoinak Gsszegét. Ismeretes, hogy ha p és ¢ relativ primek, akkor o(pq) = o(p)o(q)-

Az allitast indirekt moédon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy egy 2¥(m + 1) alakt szam majdnem tokéletes (k > 1, m >
0). Ekkor o (2% - (2m + 1)) = 2" (2m+1)+1. Masrészt (27, (2m + 1)) = 1 miatt o (2" - (2m + 1)) = o(2F)0(2m+1) =
2 — 1Do(2m + 1), igy (28T = 1)o(@2m +1) =28 2m + 1) + 1.

o(2m + 1) paratlan, mivel a fenti egyenlet jobb oldala paratlan. Ha egy paratlan szamnak osztoja [, akkor [ és az
osztOparja azonos paritasi, igy az osztopar Osszege paros. Ha a paratlan szadm nem négyzetszam, akkor [ osztoparja

sohasem Onmaga, igy a szam osztoinak Gsszege paros. De o(2m + 1) paratlan, ezért 2m + 1 = b? valamely b egészre.
Ekkor

(27€+1 _ 1) U(bz) — 27€+1b2 + 1, (2k+1 _ 1) (O'(b2) _ b2) _ b2 + 17

ahonnan b*> = —1 (mod 2**1 —1).
2k+1 _1 = 3 (mod 4), mert k > 1, ezért (281 —1)-nek nem lehet minden osztoja 4s + 1 alaki. Legyen p a (2841 —1)-
nek egy 4s + 3 alaki primosztoja, ekkor

b* = —1 (mod p),
=12 = (1) = (-1)> = —1 (mod p),
tehat bP~' = —1 (p), ami viszont ellentmond a kis-Fermat tételnek. Ezzel az allitast igazoltuk.
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