Tegyiik fel, hogy a?, b2, ¢?, d* olyan kiilonbozé négyzetszamok, amelyek ebben a sorrendben szamtani sorozatot
alkotnak. Az a, b, ¢, d nemnegativ szamokat valasszuk meg ugy, hogy 6sszegiik minimalis legyen. Ekkor a, b, ¢, d relativ
primek, ezért paronként is relativ primek. Természetesen ¢® — a? péros, tehat 4-gyel is oszthato, vagyis b? — a? is paros.
Ezek szerint a szoban forgd négyzetszamok paritisa megegyezik, de akkor a fenti megjegyzés alapjan mindegyikiik

paratlan. Ezek szerint <a ; C, aT—l—c

=p*— ¢ b=p*+ ¢, igy

, b> primitiv pitagoraszi szamharmast alkot, vagyis alkalmas relativ prim (p, q)

a—c a-+c
= —2pgq, 5

parral

a=p*—q"=2pg, b=p’+q*, c=p’—q¢" +2pq
Hasonloan, alkalmas relativ prim (s, t) parral
b=s?—t>+2st, c= s>+t d=s?>—t*—2st.
Természetesen p, q, s, t egyike sem 0. A kapott egyenleteket egybevetve:
P24 q? =2 — 12+ 2t $2 412 = p? — > + 2pq,
majd ezek Osszegébdl és kiilonbségébdl
(1) pq + st = ¢* + 2, pq — st = 5% — p2.

Szorozzuk Ossze az 0j egyenleteket, ekkor

P2 — 2% = 5% — p2q% + 5242 — 2,
aAzZAZ
¢ (2p° — s%) = t7(25° — p?).
q t D S
Legyen ¢q; = t1 = 1= s1 = ——, ekkor
R VR K O30 MR A & 0, 5)’
(2) G (2p7 — s7) = t1(257 — p?),

ahol az els6 tényeztk relativ primek, a masodik tényezGk legnagyobb kozos osztoja pedig osztoja (3p%, 35%) = 3-nak.
A maésodik tényezdk csak ugy lehetnének 3-mal oszthatok, ha p; és s1 is 3-mal oszthaté lenne, de akkor p és s, majd
(1) els6 egyenletének figyelembevételével ¢ és ¢ is 3-mal oszthato lenne, ami ellentmondana pl. p és ¢ relativ prim
voltanak. Ezek szerint (2)-ben a masodik tényezdk is relativ primek, de akkor vagy

2s1 —pi=qi, 201 —si=1t],
vagy pedig
251 —pt = —qi,  2pi —si=—1i.
Az utobbi eset nem allhat fenn, mert kiillonben
pitst=—(gi +1)

lenne, amikoris p1, q1, s1, t1 = 0, igy p, q, s, t = 0. Az els6 esetben azonban t%, p%, s%, qf négytagl szamtani sorozatot
alkot, és persze
]+ [p1] + [s1] + || S +p*+ 8+ @ =b+c<a+b+c+d

Az a, b, ¢, d négyes valasztésa miatt ez csak ugy teljesiilhet, ha |t1], |p1], [s1], |¢1]| nem kiilonbozbek, azaz sziikségképpen
egyenlGek, tehat ¢ =t és p = s, vagyis b = p? + ¢*> = s> + t? = ¢, ami ellentmondés. Mindkét esetben ellentmondasra
jutottunk, ami igazolja az allitast.



