A kovetkezd, az eredetinél altalanosabb alaku egyenletet fogjuk az egész szdmok halmazan megoldani:
1'3 4 y3 _ 8",

ahol n tetszéleges nemnegativ egész lehet.
Az n szerinti teljes indukcioval igazoljuk, hogy a megoldast a (2", 0), illetve (0, 2") szamparok jelentik. Tekintsiik
ezt el6szor n = O-ra:
22 +y? =1,

Mivel két pozitiv kobszamnak sem az Osszege, sem a kiilonbsége nem lehet 1, és ugyanez két negativ kobszamra is
igaz, ezért x és y egyike nulla, a masik pedig 1 = 2°.

Neézziik most az indukcios lépést: tegyiik fol, hogy az x> + y> = 8" egyenletnek csak a fenti két megoldasa van,
és vizsgaljuk az 22 + y° = 8" 1! egyenletet. Nyilvanvalo, hogy z és y azonos paritasiak, leven kobeik Gsszege paros.
Ha mindkettd paros, akkor = = 22/, y = 24/, és ezzel 87! = 82/° + 8¢/°, avaz 8" = 2/ + ¢/*; az indukci6 alapjan
(:E/v y/) = (0, 2") vagy (2", 0) és igy (z, y) = (0, 2n+1) vagy (2n+1, 0).

Megmutatjuk, hogy a masik eset nem lehetséges, azaz nem lehet mindkett6 péaratlan. Indirekt bizonyitést alkalma-
zunk: tegyiik fol, hogy x és y mégiscsak paratlan. Ekkor

:EB _|_y3 — (:E +y)(x2 _ $y+y2) — 8n+1 — 23n+3'

Itt 2% — zy + 3 paratlan, és osztoja 25" 3nak, igy csak 41 lehet.
Tekintsiik elGszor az « +y = 8", 2% — zy + 4> = 1 egyenletrendszert. Mivel z és y paratlanok, azért nem
lehetnek egyenldek. Feltehetjiik tehat, hogy = > y. Ekkor sziikségképpen x > 0 is teljesiil. Mindezekbdl 2% > xy, majd

z? —zy +y* > y? > 1 kovetkezik, ami ellentmondas.

Mar csak az © +y = —8"1, 2% — 2y + y> = —1 egyenletrendszer vizsgalata van hatra. Viszont 2% — zy + > =
2 3
(az - g) + ZyQ > 0, tehat ez a rendszer sem oldhat6é meg.

Ezzel allitasunkat belattuk; az n = 30 specidlis esetben a megoldasok tehat (239, 0) és (0, 239).
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Megjegyzés. Altalanos feladatunk is a Fermat-tételében szerepls egyenlet egy specialis alakja:
2%+ = (273

Maga a Fermat-tétel (illetve az annak mar Euler koraban is bizonyitott harmadik hatvanyokra vonatkozo specialis
esete) szerint ennek nincs a pozitiv egész szamok korében megoldasa. Ekkor persze az x, y < 0 eset sem lehetséges,
valamint az z < 0 < y sem: az egyenletet atirva

v’ =(2")° + (~a)’

adodik, ahol viszont méar minden szam pozitiv, és igy ennek sincs megoldasa. Tehat x és y egyike nulla, és ez a méar
latott két megoldashoz vezet.



