I. megoldas. Jeloljiik az ABC lap teriiletét ¢-vel. Vetitsiik rd az ABC haromszoget a masik harom lapra. Ha pl. az
1 1
ABC lap az ABD-vel v szoget zar be (1. dbra), akkor ¢-cosy = §DA-DB. Hasonléan kapjuk, hogy t-cos o = §-DB-DC

és t - cos 3 =

1
=3 DC - DA. A harom 0sszefliggés szorzatabol:

1
(1) t?’-cosa-cosﬁ-coswzg(DA-DB-DC)2.
Vetitsiikk most a D cstcsot tartalmazo lapokat az ABC-re. A vetiiletek teriiletének 6sszege nyilvén ¢, ezért

1 1 1
t= 5DA~DBcos'y—|— §DB~DCcosoe—|— 5DC~DACOS[3.



A szamtani és mértani kozép kozotti Osszefiiggés szerint, felhasznélva, hogy «, 3, v mindegyike hegyesszog,

t 1
3 > f/g(DA-DB-DCP-cosa-cosﬁ-cos%

majd (1) alapjan

t
3 > /13 cos? a - cos? 3 - cos? 7,



3
amib6l cos a-cos B-cosy < % Egyenl6ség pontosan akkor van, ha cosa = cos f = cos v, tehat ha az ABC haromszog

szabéalyos.
Pdles Csaba (Debrecen , KLTE Gyak. Gimn., III. o.t.)

II. megoldas. Legyen a tetraéder D csicsa egy derékszogi koordinata-rendszer kezdGpontja, az A, B, C cstucsok
pedig illeszkedjenek az x, y, z tengelyekre (2. dbra).

Legyen tovabba a tetraéder D cstcsabdl indulé magassag talppontja 7', a DT -re illeszkeds egységvektor s. Hasz-



naljuk az abra tovabbi jeloléseit is. Ha az ABD és ABC lap hajlasszoge «y, akkor a C' DT szog is «, hiszen CD az
ABD sik, DT pedig az ABC sik normaélisa. Hasonléan kapjuk, hogy ADT< = « és BDT< = . Kénnyen lathato,
hogy cosa=1i-s,cosf=j-s éscosy=Kk:-s, ésigy

cosa4cosfB+cosy=(i+j+k)-s==1-v3 cosp <3,(2)

ahol ¢ az s és az i+ j + k vektorok szoge. A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenség és (2) szerint:

3
cosa—l—cosﬁ—i—cosw)z)’ < (\/§> B V3

(3) cosa - cosf3-cosy < ( 9

3 3
ahol felhasznaltuk, hogy «, 3, v mindegyike hegyesszog. Egyenl6ség (2)-ben és (3)-ban is akkor és csak akkor all fenn,
ha o = =+, azaz DA = DB = DC, amikoris az ABC haromszog szabalyos.

Bérczi Gergely (Szeged, Sagvari E. Gyak. Gimn., III. o.t.)

III. megoldas. A 2. dbra s egységvektoranak koordinatai cos v, cos 3, cos~, ezért cos® a + cos® § + cos?y = 1. A
mértani és négyzetes kozepek kozotti egyenlStlenség szerint:

5 cos? a + cos? 3 + cos? vy 1
\/cosa-cosﬁ-coswg 3 =3

amibdl mar kovetkezik a feladat allitasa.



