I. megoldas. A bizonyitandé egyenléséget négyzetre emelve (a bal oldalon mindegyik tényezd pozitiv) és 22 !-nel
beszorozva a kdvetkezd alakba frhatjuk:
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Ez a sinx = sin(m — x) azonossag miatt a sin® — = sin — - sin ———
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(k=1,...,m—1) és asin o 1 azonossagot felhasznalva az alabbi alakba irhato:
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A bal oldalon all6 tényezSknek fontos geometriai jelentése van: az egyégsugara korbe irt szabélyos 2m-szog egy
csticsbol induld atloinak hosszai. Megmutatjuk, hogy ez a szorzat 2m.
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Legyenek eq, €1, - .., €2m—1 a 2m-edik komplex egységgyokok, azaz e, = cos — +isin —. A feladat |1 —eq| |1 —
m m
ga|ve-- |1 — £2,,,—1| meghatarozasa.
Zmel
Tekintsiikk az f(z) = T = ZPm=l 4 p2m=2 4 ... 4 2 + 1 polinomot; ennek gytkei éppen &1, ..., €am_1,
. —

gyOktényezss alakja f(z) = (z —e1)...(2 — &m—1), és ezért

T—ey|-[1—egf - 1 = e2m—1| = [f(1)| = 2m.

II. megoldas. Konstrualunk egy alkalmas polinomot, amelynek gyokei az (1) bal oldalan allo tényezsk, illetve
azok ellentettjei, majd a gyokok szorzatat leolvassuk a polinom egyiitthatéibol.
sin(n + 1)t
sint
polinomoknak nevezik, és a sin(u + v) + sin(u — v) = 2sinu cosv azonossig alapjan az

Legyen R,, az az n-edfoka polinom, amelyre R, (cost) = . Ezeket a polinomokat masodfaju Csebisev-

(1) Ro(x) =1; Ri(z) =2x; Rpi1(x) =22R,(x) — Ry—1(x)

rekurzioval allithatok eld.
Az (1) rekurziobol leolvashato, hogy R, f6egyiitthatdja 2™, tovabba a definicié alapjan a gyodkei:
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Tekintsiik most az f(x) = polinomot. (Ez valéban polinom, mert Ra,,—1-nek 0 = cos B gyoke, és ezért

kiemelhetd belSle z.) Az f polinom foka 2m — 2, gyokei a cos (g + :E) = Fsinz azonossig alapjan éppen
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A gyokok és egyiitthatok kozotti Osszefliggések alapjan a gyokok szorzata:
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Ebbdl az allitas azonnal kovetkezik.
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