I. megoldas. A diszkusszio egyszertisitése érdekében elGszor nem-negativ egészekre oldjuk meg a feladatot (tehat
megengedjiik a 0-t is).

Teljes indukciéval bebizonyitjuk, hogy minden n pozitiv egészre pontosan négy olyan nemnegativ egész létezik,
amelynek négyzete ugyanarra az n darab szamjegyre végz6dik, tovabba a négy szam koziil ketts 0 és az 1, a masik
két szadm utolsd jegye 5, illetve 6.

Az n = 1 esetben a kilenc egyjegyt szamot végigvizsgélva lathatjuk, hogy koziiliikk valoban az 1, 5 és 6 szamok
megfelel6k.

Tegyiik fel, hogy allitasunk igaz n = k-ra; ebbdl belatjuk n = k + 1 esetére is.

Keressiik a szamokat 2 = 10¥ - a + b alakban, ahol 0 < a < 9 az els6 szamjegy, 0 < b < 10* pedig az utols6 k
szamjegybdl alkotott szam. Annak kell teljesiilnie, hogy = és 2 utolsé k + 1 jegye megegyezzék, vagyis

10571 | 22 — 2 = 10771107 1a? 4- 107 - (2b — 1)a + (b* — D).

A jobb oldalon ll6 harom tag koziil az elsG biztosan oszthaté 10¥+1-nel, a masodik pedig 10*-nal. Ezért az utolso
tagnak, (b* — b)-nek oszthatonak kell lennie 10%-nal. Az indukcios feltevés szerint négy ilyen lehetséges b létezik.
Ahhoz, hogy a jobb oldal ne csak 10*-nal, hanem 10**'-nel is oszthato legyen, sziikséges és elégséges, ha (2b —
2

Da+ ——— oszthaté 10-zel. Mivel 2b — 1 mind a négy esetben relativ prim a 10-hez, pontosan egy-egy megfelels

a talalhato hozzajuk. Tehat mind a négy lehetséges b érték egyértelmiien egészithetd ki egy-egy megfelels, legfeljebb
(k + 1)-jegyl szammé. Az is lathato, hogy b = 0 és b = 1 esetén a = 0 az Gj jegy, de a tObbi esetben is az utolso
szamjegy megegyezik b utolso jegyével.

Tehat tetszoleges n-re harom megfelel6 pozitiv egész van.

II. megoldas. Legyen x egy olyan legfeljebb n-jegyd pozitiv egész szam (azaz 0 < z < 10™), amelyre x és z?

utolso6 n jegye megegyezik, vagyis 10" = 2™ - 5" | -z = x(z —1). Mivel x és « — 1 relativ primek, ez pontosan akkor
teljesiil, ha x és x — 1 koziil valamelyik oszthato 2"-nel, és valamelyik (esetleg ugyanaz) oszthaté 5"-nel. Ez Gsszesen
4 esetet jelent.

1. eset: 2" | x és 5" | x. Ekkor 10" | , ami ellentmond az z-re vonatkozo feltételnek. Ilyen x tehat nincs.

2. eset: 2™ | x 63 5" | x — 1. Ekkor 10" | z — 1, ami 2 = 1 esetén teljesiil. Ez az eset tehat egy megoldast ad, az 1-et.

3. eset: 2" |z —1 és 5" | 2. Ekkor 2 = k- 5" valamilyen 0 < k < 2" egész szammal. Mivel 2" és 5" relativ primek, a
0-5",1-5",2.5" ..., (2" —1)-5" szamok teljes maradékrendszert alkotnak modulo 2", kévetkezésképpen pontosan
egy olyan van kozottiik, amely 2™-nel osztva 1 maradékot ad. Ez nem lehet a 0. Ez az eset is egyetlen z-re lehetséges.

4. eset: 2" | x és 5" | x — 1. Ennek a vizsgalata a 3. esettel megegyezik, csak a 2™ és 5" szamokat kell felcserélniink.

A 2., 3., 4. esetekben talaltunk egy-egy megoldast; 6sszesen tehat harom olyan legfeljebb n-jegyd pozitiv egész van,
amelynek négyzete ugyanarra az n jegyre végzodik.

Megjegyzések. 1. A két nem trivialis megoldéasra Terpai Tamds explicit képletet is adott: az egyik szam 52" -nek a 10"-
nel valo osztasi maradéka, a masik szam pedig
10" — 52" + 1-nek a 10™-nel valo osztasi maradéka. Ennek oka az, hogy

(52")2 _ 52 =5 (52"’1 n 1) (52"*2 n 1) . (520 + 1) (520 - 1) .

A bal oldalon szerepls 52" és az n + 1 darab tényezs miatt ez a szam oszthato 10™-nel. (A masik szamra a bizonyitas
hasonlo.)
2. T6bb versenyz6 nem foglalkozott a 0 esettel. Ok 4 pontot kaptak.



