A megoldashoz felhasznédljuk Desargues ,két hdromszog” tételét. A tétel megfogalmazasahoz sziikségiink lesz a
kovetkez6 meghatarozasokra:

1. Az ABC és az A'B’'C’ haromszdgek a D pontra nézve perspektivek, ha az AA’, BB, CC’ egyenesek a D ponton
mennek 4t.

2. Az ABC és az A'B’C’ haromszogek a d egyenesre nézve perspektivek, ha az AB, A'B’; BC, B'C'; CA, C'A’
egyenesparok metszéspontja a d egyenesre illeszkedik. (Itt megengedjiik, hogy valamelyik egyenespar a d egyenessel
péarhuzamos legyen.) Ezek utan Desargues tétele: Ha az ABC és A’ B'C’ haromszdgek egy pontra nézve perspektivek,
akkor egy egyenesre nézve is perspektivek, és megforditva: ha tengelyesen perspektivek, akkor pontra nézve is azok. A
tétel bizonyitasa megtalalhato a kovetkezs konyvekben: H. S. M. Cozeter—S. L. Greitzer: Az ujrafelfedezett geometria;
Reiman Istvan: A geometriai és hatarteriiletei (Gondolat Kiado, 1986).

Tekintsiik a feladatot megoldottnak. Feltessziik, hogy e, f, g a szerkesztend$ haromszog sikjaban van. (Egy —
nemcsak vonalzot hasznalé — szerkesztés talalhaté a Gy. 3068. példa megoldasdban arra az itt meg nem engedett
esetre is, amikor e, f és g nincs egy sikban.) Jeloljik az e, f, g félegyenesekre illeszked6 haromszogesicsokat rendre A,
B, C-vel, a félegyenesek kezddpontjat D-vel, az AB, BC, C' A oldalakra illeszkedd adott pontokat rendre P, @, R-rel.
Elsfordulhat, hogy P, @), R valamelyike illeszkedik e, f, g valamelyikére, vagy e, f, g koziil ketts egy egyenesbe esik.
Ezeket a trivialis eseteket egyelére figyelmen kiviil hagyjuk. Huzzunk parhuzamost P-n at e-vel, Q-n at pedig g-vel. Az
igy kapott egyenesek az f félegyenest Sy és So pontokban metszik (1. dbra). Az S kezdGpontu, f-re illeszked6 félegyenes
S1-t61 kiilonbdzs pontja legyen B’. B’ valasztésa folytan B’ P metszi e-t egy A’, és B'Q metszi g-t egy C’ pontban.
A keletkezett A’B’C’ haromszog a D pontra nézve perspektiv ABC-vel, ezért Desargues tétele szerint tengelyesen is
perspektiv, a tengelye nyilvin PQ. A tétel szerint a CA és C'A’ egyenesek a PQ tengelyen metszik egymast, vagy
parhuzamosak PQ-val. Ezért két esetet kell megkiilonboztetniink. Ha C’ A’ metszi PQ-t, a szerkesztést ugy végezhetjiik
el, hogy a fent leirt modon szerkesztiink egy A’ B'C’ haromszoget, megkeressiik C' A’ és PQ X metszéspontjat, és ezt
Osszekotjik R-rel. Az X R egyenes kimetszi e-b6l és g-bol az A, illetve C' pontokat. Minden lépés egyélii vonalzdval
végrehajthato, és a B csucs is rogton adodik. A szerkesztést a 2. @dbrdn mutatjuk be. A feladatnak akkor lesz pontosan
egy megoldésa, ha X R e-t is, g-t is metszi. Az egyértelmtiség abbol kdvetkezik, hogy egy masik A” B” C" haromszoggel
probalkozva, az perspektiv lesz D-re nézve A’ B'C’-vel, ezért tengelyesen is perspektivek lesznek PQ tengellyel, igy az
X pont egyértelm, és vele egyiitt A és C is. A és B megszerkesztése utan az ABC és A’ B'C’ perspektivitasa alapjan
B is egyértelm.

Hatravan még az az eset, amikor C’ A’ parhuzamos PQ-val. Ekkor a megoldast tgy kell befejezniink, hogy R-en
at parhuzamost szerkesztiink PQ-val, csak vonalzoval. A 3. dbrdn lathatjuk, hogy a PQY Z trapéz PQ oldalanak
F felez6pontjat hogyan szerkeszthetjiik meg csak vonalzoval. Ugyanez az abra azt is megmutatja, hogyan lehet a
megfelezett P(Q szakasszal pl. Y-on keresztiil parhuzamost szerkeszteni vonalzoval. A megoldast ugy fejezhetjiik be,
hogy a PQ szakaszt a vele parhuzamos C’ A’ segitségével megfelezziik, majd az R ponton 4t — R-nek pl. az Y szerepét
adva — PQ-val parhuzamost szerkesztiink. (Ha PQ = C'A’ lenne, akkor pl. C’ helyett a C' A’ egyenes egy masik C”
pontjaval szerkeszthetjiik meg F-et.) A feladatnak most is pontosan egy megoldésa lesz, ha az R-en at PQ-val huzott
parhuzamos metszi az e és g félegyeneseket.

A megoldas elején emlitett specidlis esetek a kovetkezSképpen alakulnak. Ha e, f, g koziil semelyik ketté nem esik
egy egyenesbe, és a kiilonboz6 P, ), R pontok valamelyike (esetleg tobb is) illeszkedik valamelyik egyenesre, akkor
a megoldas — ha létezik — egyértelmd. Ha viszont P, @), R koziil kett6 egybeesik, akkor a feladatnak végtelen sok
megoldasa van.

Hasonloan vizsgalhatok azok az esetek, amikor e, f, g koziil kettd egy egyenesbe esik (ez kétféleheteképpen lehet-
séges), és a P, Q, R pontok kiilénb6z6ek vagy nem, illetve illeszkedik-e valamelyik pont valamelyik félegyenesre, vagy
nem.







