
I. megoldás. Az 1. ábra hasonló háromszögeib®l

a

x
=

ma

ma − x
, és ebb®l x =

a ·ma

a+ma

. Ezután

a

x
=

a+ma

ma

=

1+
a

ma

. A háromszög területe t =
a ·ma

2
, így

a

x
= 1+

a2

2t
. Hasonlóan kapjuk, hogy

b

y
= 1+

b2

2t
és

c

z
= 1+

c2

2t
. Ezért

a bizonyítandó állítás:

1 +
a2

2t
+ 1 +

b2

2t
+ 1 +

c2

2t
≥ 3 + 2

√
3,

azaz a2 + b2 + c2 ≥ 4t
√
3. Ehelyett elegend® azt bizonyítani, hogy

(1)
(

a2 + b2 + c2
)2 ≥ 16 · t2 · 3.

Ezt a következ®képpen igazolhatjuk. A koszinusztétel szerint

cos γ =
a2 + b2 − c2

2ab
, amib®l sin2 γ = 1−

(

a2 + b2 − c2
)2

4a2b2
,

a háromszög területének négyzete pedig

t2 =
a2b2

4

[

1−
(

a2 + b2 − c2
)2

4a2b2

]

=
4a2b2 −

(

a2 + b2 − c2
)2

16
.

Ezt (1)-be helyettesítve:

(

a2 + b2 + c2
)2 ≥ 3

[

4a2b2 −
(

a2 + b2 − c2
)2
]

.

Ebb®l néhány átalakitással

(2) (a2 − b2)2 + (b2 − c2)2 + (c2 − a2) ≥ 0,

ami nyilvánvalóan fennáll. Mivel egyenl®tlenségeink egymással ekvivalensek, a feladat állítását igazoltuk. (2)-ben, és a

bizonyítandó egyenl®tlenségben is pontosan akkor áll fenn egyenl®ség, ha a = b = c, tehát szabályos háromszög esetén.
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II. megoldás. Az 1. ábra jelöléseivel a = BE + EF + FC = x(1 + 
tgβ + 
tg γ), tehát
a

x
= 1 + 
tgβ + 
tg γ.

Hasonlóan kapjuk:

b

y
= 1 + 
tgα+ 
tg γ,

c

z
= 1 + 
tgα+ 
tgβ. A három egyenletet összeadva:

a

x
+

b

y
+

c

z
= 3 + 2(
tgα+ 
tgβ + 
tg γ).

A kotangens egyenl®tlenség szerint

(3) 
tgα+ 
tgβ + 
tg γ ≥
√
3,

amib®l már következik a feladat állítása.

A (3) egyenl®tlenséget a következ®képpen igazolhatjuk. Mivel a feladat szigorú �beírási� el®írása szerint a négy-

zet
sú
sok az oldalakra illeszkednek, a háromszög szögeire 0 < α, β, γ ≤ 90◦. Mivel a 
tgx függvény a (0; 90◦]

intervallumon konvex, a Jensen-egyenl®tlenség szerint 
tgα+ 
tgβ + 
tg γ ≥ 3 · 
tg
α+ β + γ

3
=

√
3.

Prause István (Budapest, Piarista Gimn., III. o.t.) és Zaupper Ben
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Megjegyzések. 1. A feladat állítása akkor is igaz, ha a �beírt� négyzetekre 
sak azt kívánjuk meg, hogy 
sú
saik az

oldalegyenesekre illeszkedjenek. A 2. ábra alapján láthatjuk, hogy az I. megoldásban pl. az

a

x
számítása szóról-szóra

átvihet® tompaszög¶ háromszögre. A II. megoldásban pl. az a oldal meghatározása a következ® lesz:

a = EF + FC − EB =

= x+ x · 
tg γ − x · 
tg(180◦ − β) =

= x(1 + 
tgβ + 
tg γ),

tehát nin
s változás. Természetesen a (3) egyenl®tlenség is igazolható tetsz®leges háromszögre (lásd a következ® meg-

jegyzést). Derékszög¶ háromszög esetén a három négyzet közül kett® egybeesik.

2. A bemutatott két megoldás szoros kap
solatban áll. Ismeretes, hogy a háromszög területe a következ® összefüg-

gésb®l is kiszámítható:

(4) a2 + b2 + c2 = 4t · (
tgα+ 
tgβ + 
tg γ).

1



(Lásd. pl. Reiman I.: A geometria és határterületei 
. könyve 69. old.)

Egyszer¶ számolással igazolható, hogy (4) oldalai nem kisebbek, mint 4t
√
3, azaz a2 + b2 + c2 ≥ 4t

√
3, illetve

4t(
tgα+ 
tgβ + 
tg γ) ≥ 4t
√
3, tehát 
tgα+ 
tgβ + 
tg γ ≥

√
3 (lásd a feljebb idézett m¶ 236�237. oldalát). Ez azt

mutatja, hogy a két különböz®nek látszó megoldás eszköze közös eredet¶.
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