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I. megoldas. Az 1. dbra hasonl6 haromszogeib6l ¢ _ , és ebbdl z = a4 . Ezutan — = =
T Mg — T a+ mg T Mg
. 2 b b2 2
14 i. A haromszog teriilete ¢ = a4 ma, igy ¢ _ 14 a—. Hasonléan kapjuk, hogy — =14 — és € _ 14 c_' Ezért
Mg x 2t Y 2t z 2t
a bizonyitando allitas:
P PPN
- — — >
+ % + 1+ % + 1+ 5% 2 + )

azaz a® + b% + ¢ > 4tV/3. Ehelyett elegendd azt bizonyitani, hogy
(1) (@®+0°+)*>16-1%-3.
Ezt a kovetkezGképpen igazolhatjuk. A koszinusztétel szerint

(a2 + 5% — 02)2
4a?b? ’

a?+b% -2

5ah . amib6l sin?y=1-—

cosy =

a haromszog teriiletének négyzete pedig

2 a?b? B (a2 . 02)2 B 4a?* — (a* + b — 02)2
4 4a2b? B 16 '
Ezt (1)-be helyettesitve:
(a2 +0%+ 02)2 >3 [4@2172 — (a2 +b% - 02)2} .
Ebbdl néhany atalakitassal
(2) (a® —b*)% + (b? — *)? + (¢ — a®) > 0,

ami nyilvanvaloan fennall. Mivel egyenl6tlenségeink egyméssal ekvivalensek, a feladat allitasat igazoltuk. (2)-ben, és a
bizonyitando6 egyenlGtlenségben is pontosan akkor all fenn egyenléség, ha a = b = ¢, tehat szabalyos haromszog esetén.
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II. megoldas. Az 1. dbra jeldléseivel a = BE + EF + FC = x(1 4 ctg 8 + ctg ), tehat ¢ + ctg B + ctgry.
x

b
Hasonléan kapjuk: — =1+ ctga + ctgry, €1 + ctga + ctg 5. A harom egyenletet Gsszeadva:
y z

a b ¢
Tt 3+ 2(ctg o+ ctg B+ ctg ).

A kotangens egyenléGtlenség szerint
(3) ctga + ctg B+ ctgy > V3,

amib6l mar kovetkezik a feladat allitasa.
A (3) egyenlStlenséget a kiovetkezSképpen igazolhatjuk. Mivel a feladat szigort ,beirasi” el6irdsa szerint a négy-
zetcsicesok az oldalakra illeszkednek, a haromszog szogeire 0 < «, £, v < 90°. Mivel a ctgz fliggvény a (0;90°]
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intervallumon konvex, a Jensen-egyenlétlenség szerint ctg o + ctg 8 + ctgy > 3 - ctg

Megjegyzések. 1. A feladat allitasa akkor is igaz, ha a ,beirt” négyzetekre csak azt kivanjuk meg, hogy csicsaik az
oldalegyenesekre illeszkedjenek. A 2. dbra alapjan lathatjuk, hogy az I. megoldasban pl. az — szamitasa szorél-szora
x
atvihetd tompaszogli haromszogre. A I1. megoldasban pl. az a oldal meghatarozasa a kovetkezs lesz:

a=FEF+FC—-EB=
=xz+x-ctgy—x-ctg(l80° — ) =
=z(1 + ctg B + ctgny),
tehat nincs valtozas. Termeészetesen a (3) egyenlStlenség is igazolhato tetsz6leges haromszogre (lasd a kovetkezs meg-
jegyzést). Derékszogi haromszog esetén a harom négyzet kozil ketts egybeesik.

2. A bemutatott két megoldas szoros kapcsolatban all. Ismeretes, hogy a haromszog teriilete a kovetkezs Gsszefiig-
gésbdl is kiszamithato:

(4) a® 4+ 1% 4 ¢ =4t - (ctga + ctg B + ctgy).



(Lasd. pl. Reiman I.: A geometria és hatarteriiletei c. konyve 69. old.)

Egyszerd szamolassal igazolhato, hogy (4) oldalai nem kisebbek, mint 4t\/§, azaz a® + b> + 2 > 4t\/§, illetve
4t(ctg o + ctg B + ctgy) > 4tV/3, tehat ctg o+ ctg B + ctgy > V3 (lasd a feljebb idézett mi 236-237. oldalat). Ez azt
mutatja, hogy a két kiilonbozének latsz6 megoldas eszkoze kozos eredetd.
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