I. megoldas. Mivel p és g relativ primek, a 0, p, 2p, ..., (¢ —1)p szamok teljes maradékrendszert alkotnak modulo
q, ezért létezik pontosan egy olyan 0 < k < ¢ — 1 egész szam, amelyre kp = n (mod ¢). Ha k < n is teljestil, akkor

mér készen is vagyunk; a p perces homokéraval lemériink k-szor p percet, majd a mésik éraval a hianyz6é néhényszor
q percet. Ellenkezs esetben ez a modszer nem muikodik, ezért egy masik modszert is mutatunk.

Tegyiik fel el6szor, hogy k paros, k = 2m. Mérjlink le a p perces 6raval mp percet, de kdzben inditsuk el a
q perces Orat is, és amikor lejar, mindig forditsuk meg. Az mp perc letével a ¢ perces éra x perce jar, ahol persze
2 =mp (mod q). Forditsuk most meg a g perces orat. Feltételezve, hogy a lepergett homok a forditas utan ugyanannyi,
tehat x perc alatt pereg vissza, a ¢ perces 6ra az (mp + x)-edik perc végén jar le. Mivel mp + z = kp = n (mod q), és
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mp+xr<mp+q< qu + q < n+ q, igy vagy éppen n percet mértiink le, vagy még néhanyszor ¢ perc hidnyzik,
amit lemérhetiink az éppen lejart ¢ perces éraval.

Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor k péaratlan, k = 2m + 1. A p perces oraval mérjiink le (m + 1)p percet.

A g perces orat a p-edik perc végén inditsuk el, amikor lejar, mindig forditsuk meg. Az (m + 1)p perc elteltével a ¢
perces 6raban z percnyi homok pergett le, ahol z = mp (mod ¢). Most forditsuk meg a ¢ perces orat, amely igy az

(m + 1)p + z-edik perc végén jar le. Mivel (m+1)p+xz=kp=n (mod q) és (m+ p+z < gp+ q < n+q, ezittal

is kész vagyunk.
Tobb dolgozat alapjdn

II. megoldas. Legyen —% <k< % az az egész szam, amelyre kp = 1 (mod ¢). (Ilyen egyértelmden létezik, mert

(p, ¢) = 1.) Inditsuk el mindkét homokoérat, és amikor valamelyik lejar, forditsuk meg. Vizsgaljuk meg, mi torténik
|k| - p perc elteltével. Mivel |k|p = £1 (mod q), a p perces 6ra éppen lejart, a ¢ perces pedig vagy 1 perce jar, vagy 1
perce van még hatra. Az el6bbi esetben forditsuk meg mindkét, az utobbi esetben csak a p perces 6rat. Ilyen mdodon
elértiik, hogy legfeljebb % perc utan a p perces 6rdban az 6sszes homok a felsG tégelyben van, a g perces ora pedig 1

perc mulva jar le.

Ett6l kezdve minden egyes perc leteltét mérhetjiik: amikor a g perces ora lejar, addigra a p percesbdl éppen 1
percnyi homok pereg le. Mindkét 6rat megforditva, az el6bbi allapot forditottja all els: a g perces 6rdban minden
homok a felsé tégelyben van, a p perces pedig 1 perc mulva jar le.
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