Bar a feladat szovegébdl sajnalatosan kimaradt, nyilvan 3™-nél kisebb abszolut értéki fGegytitthatorol van szo.
Minden pozitiv egész n-hez konstrualunk megfelel6 polinomot. Legyen elGszor n = 2k, ahol k pozitiv egész. Definialjuk
az f figgvényt a kovetkez6képpen:
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Konnyen ellenérizhets, hogy a definicié z = 3 kivételével mindenhol értelmes. Mivel f(0) = f(1) =1 és lim f = —oo,
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a fiiggvény a <0; 5) és <§, 1> intervallumokon befutja a (—oo; 1) félegyenest. Legyen Ty a k-adik Csebisev-polinom
(1d. az 1. megjegyzést), és tekintsiik a p(x) = Ty, (f(x)) fliggvényt. Ez egy racionalis tortfiiggvény, amely felirhato

q(x)

p@) =Te(f@) = e " e

alakban, ahol ¢ egy 2k-adfoku egész egyiitthatos polinom. Mivel Ti-nak k kiilonb6z6 gyoke van a (—1; 1) intervallumban,
1 1

p, és ezaltal g is a (0; 5) és (5; 1> intervallumon egyarant k helyen eltiinik. A ¢ tehat olyan 2k-adfoku polinom,

amelynek 2k kiilonb6z6 gyoke van (0; 1)-ben. Ugyancsak konnyen ellendrizhetd, hogy ¢ fSegyiitthatoja

gk 2k 427+

5 < 8F = (V8" < 3"

0 < 4"y <§> = 4%ch (karch Z) =4%ch (k1n?2)

Ha n = 2k+1, akkor az el6bbi polinomot megszorozhatjuk a 2z —1 polinommal, igy a f6egyiitthaté az el6bbi kétszerese

1
lesz, és egy 14j gyok keletkezik x = E—ben.

Megjegyzések. 1. A T, Csebisev-polinom az a kifejezés, ahogyan cos ka el6all cos a polinomjaként; azaz Ty (cos ) =
cos ka.

2. Pap Gyula megoldasaban a py(r) = 2z — 1, pa(z) = 622 — 62 + 1, pan(z) = pu(x)? — 22™(1 — 2)" rekurzioval
definialt polinomok révén konstrualt tetszoleges fokszami, a feladat kdvetelményeit kielégité polinomot.



