A konnyebb irasmod és az altalanossag kedvéért hasznaljuk az n = 1995 jelolést; az n specialis voltat csak a III.
megoldasban hasznéljuk ki, ott is csak annyiban, hogy n paratlan.

I. megoldas. A feladatot ugy fogalmazhatjuk, hogy vannak olyan ¢; = +1 (0 < i < n) egyiitthatok, amelyekkel
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< 4. Altalanosabban azt fogjuk igazolni, hogy tetszéleges, legfeljebb egységnyi abszoltt értéki z; (0 <14 < n)
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vonatkozoé teljes indukciéval bizonyitunk. n = 0 esetén az allitas nyilvanvalé, n = 1 esetén pedig azonnal kovetkezik a

komplex szamok esetében talalhatok olyan e; = +1 (0 < ¢ < n) egyiitthatok, amelyekkel < V2. Az n-re

|20 + 21 + |20 — 21* = (20 + 21) (%0 + Z1) + (20 — 21) (%0 — 71) =
= 22020 + 22171 = 2|Zo|2 + 2|2’1|2 <4

egyenlStlenségbdl. Legyen most n > 2. A célunk az, hogy a bizonyitand6 allitast visszavezessiik az (n —1)-re vonatkozo
hasonlo allitasra. Kossiik ehhez Ossze a z;-t és a 0-t egy-egy e; egyenessel (0 < i < n). A kapott egyenesek 2(n+1), azaz
legalabb 6 (esetleg elfajulo) szogtartomanyra bontjak a sikot, vagyis a szogek kozott kell lennie legfeljebb 60 fokosnak.
Feltehetjiik pl., hogy az e,_1 és az e, egyenesek legfeljebb 60 fokos szdget zarnak be. Mivel a bizonyitandé allitason
nem véltoztat, ha a z,-et kicseréljiik (—z,,)-re, ezért azt is feltehetjiik, hogy z,_1 és z, szoge (ha létezik) legfeljebb 60
fok. De akkor a 0, z,_1, 2z, pontok altal hatarolt (esetleg elfajuld) haromszogben a 0-val szemkoztes oldal nem lehet
a masik kettd mindegyikénél nagyobb, mas széval

|2n—1 — 2zn| < max (|zn-1],|2n]) < 1.

Ezért az (n — 1)-re vonatkozé indukcios feltevést alkalmazhatjuk a zo,...,2n—2 és zn—1 — 2, legleljebb egységnyi
abszolut értéki szamokra, vagyis alkalmas ¢; = +1 (0 < i < n — 1) egylitthatokkal

|‘€OZO + -+ En—22n—2 + En—12n—1 — 5nzn| S \/57

ami igazolja az n-re vonatkozo allitast.
Frenkel Péter (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimu., III. o. t.) dolgozata alapjan

II. megoldas. A feladatot most is abban az erGsebb forméaban oldjuk meg, amikor a 4 helyén a V2 4ll. Vezessiik
beap(z) =142+ -+ 2" jelolést. Megmutatjuk, hogy a p(z) és a p(—z) polinomok egyike eleget tesz a feltételeknek.
A bizonyitas egyszeri. Nyilvanvalo, hogy ezen polinomok minden egyiitthatdja +1. Ha z valos része nempozitiv, akkor

N—2P=(1-2)1-2)=1-(24+2)+22>1+22=1+2)* =2
alapjan a haromszog-egyenlGtlenséget is hasznalva
< |1 —z”+1| < 14 ‘z"+1| _
V2T V2
Ha z valés része pozitiv, akkor —z valds része negativ, tehat az elébbi eredmény szerint

Ip(=2)| < V2.

p(2)| = V2.
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Ezzel a feladatot megoldottuk.

II1. megoldas. Az I. megoldasbeli allitasnak azt a gyengébb valtozatat fogjuk egyszerd modon igazolni, hogy
ha n paratlan, és z; (0 < i < n) egységnyi abszolut értékd komplex szamok, akkor talalhatok olyan e; = £1 (0 <

i < n) egylitthatok, amelyekkel Zaizi < 7. Ebb6l még mindig kovetkezik a feladat allitasa. A z; (0 < i < n)
i=0

szamok az egységkoron egy paros oldalszamu (esetleg elfajulo) hursokszoget jelolnek ki, amelynek keriilete — mint
ismeretes — kisebb a kor keriileténél, 2m-nél. Ha a sokszog oldalait valamilyen koriiljaras szerint egymasra kovetkezs
egészekkel szamozzuk, akkor a keriilet kifejezhetd a paros, illetve a paratlan indext oldalak 6sszhosszainak 6sszegeként.
Valamelyik 6sszhossz tehat kisebb m-nél. Az altalanossag csorbitasa nélkil feltehetjiik, hogy az esetleg pontté fajuld
Z0Z1, 2223, - - -y Zn—12n hurok azok az oldalak, amelyek Osszhossza kisebb m-nél, de akkor a haromszog-egyenlGtlenség
szerint

|Zo—2’1+"'+2’n_1—zn|S|ZO—2’1|+"'+|2n_1—Zn|<7T.

Ezzel éllitasunkat igazoltuk, s6t egy kicsit tobbet is: az ¢; = +1 (0 < i < n) egyiitthatok ugy is megvélaszthatok, hogy
kozottiik ugyanannyi +1 legyen, mint —1.

Megjegyzés. Jeloljiikk P,,-nel (n pozitiv egész) azon (n—1)-edfoki polinomok halmazat, amelyek minden egyiitthatoja
+1, tovabba E£-vel az egységnyi abszolat értéki komplex szdmokat. A fentiek sordn igazoltuk, hogy minden z € &



szamhoz talalhato olyan p € P, polinom, hogy |p(z)| < V2 teljesiil. Ez az eredmény érdekes abbol a szempontbol,
hogy tetszbleges z € £ szam esetében a |p(z)| értékek négyzetes atlaga a p € P, polinomokon kereken /n, amint
az rovid szamolassal ellendrizhetd. Hasonléan az is igaz, hogy tetszdleges p € P, polinom esetében pontosan v/n a
Ip(z)] értékek négyzetes (integral)atlaga a z € € szamokon. Az analog kérdésre azonban, tehat hogy tetsz6leges p € Py,
esetében milyen kicsi |p(z)| érték garantalhato egy alkalmas z € £-vel, nem ismeretes a valasz. S6t, még az a sejtés sem
délt meg, hogy létezik olyan c pozitiv konstans és minden n-re egy olyan p,, € P,, polinom, hogy Iznel? Ipn(2)| > cv/n.

Ellenben Rudin 1959-ben konstrualt olyan p, € P, polinomokat, amelyekre max Ipn(2)| < 5v/n teljesiil.



