Nyilvan {a,}, {bn} szogorian monoton né, a,, < by, és ¢, definicidja alapjan ¢,, = n+2b,, —a, = n+(b,—a,)+b, >
by,. Ezért az {a,}, {bn}, {cn} sorozatok koziil semelyik kettének nincs kozos eleme (ez {a,} és {b,} esetén nyilvanvalo,
m < n esetén a, és b, definicidja miatt a, # ¢ # bn, m > n esetén pedig ¢, > by > ay > by > a, miatt
@n # Cm # bn.)

Bebizonyitjuk, hogy minden n-re teljesiil az alabbi harom Allitds valamelyike:
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W an=[n(1+V8)] 2 b= [n(14VE)] -1 e =[n(24VEB)]@ an=[n(14VE)] -
Loobe=[n(1+V8)],  e=[n(2+V3)][+1.0) a=[n(14+V3)]-2,  b=[n(1+VB)], =

[n (2 + \/3)} +2.

Ebbdl a feladat allitasa kovetkezik.

Teljes indukcioval bizonyitunk. n = 1-re lathato, hogy (2) teljesiil. Tegyiik fel, hogy 1, 2, ..., n-re igaz, és vizsgaljuk
n + 1-re.

Az a,41-nél kisebb pozitiv egészek szama a, 11 — 1. Mésrészt az a,,1-nél kisebb pozitiv egészek az ai, asg, ..., ap,
bi, by, ..., by, valamint a ¢y, ..., ¢, koziil azok, amelyek a,1-nél kisebbek. Igy an41 < 3n + 1.

. an-l—l_l . 3n :| . . ., L ., . |:|:an+1_1:| :|
Hai: < |———|, akkori < < n, igy az indukeios feltevés alapjan ¢; < |i (2+V3)| +2< || =2——1| (2+ V3
‘[2+\/§] —[zwz - piancs < [1(2+v8) | 2< || 507 ] (24 )

(az egészrész-jelek elhagyasa novelést jelent, mert az egészrészben szerepld kifejezést nem egészek). Ezért az a,,41-nél

n - 1 . n . .
kisebb ¢;-k szama legalabb {%} Mésrészt n > ¢ > { Gnt1 ]—re mér ¢; > an4+1 adodik: ¢; > [z (2 + \/g)} >
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Apit] = apat- Ezért 2n+4+ | ————| < api1—1<2n+ — 1. Ebbdl
[@n+1] = ania 243 i [2+\/§]
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M- —— <apq (1= —— ) <2 +1,
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n(l—l—\/g)—\/§2_1<an+1<n(1+\/§)+1+2\/§,

(n+1)(1—|—\/§)—3<an+1<(n—|—1)(1—|—\/§)—1.

Igy any1 = {(n—i— 1) (1 + \/§>] — 2 vagy ap+1 = {(n—i— 1) (1 + \/gﬂ —1.

bn+1 értékére hasonlé médon kodvetkeztethetiink:

A b, 41-nél kisebb porzitiv egészek az ay, ao, ..., Gni1, b1, - .-, by, valamint a b, 1-nél kisebb ¢;-k, amelyek szama
. bn+1 - 1:| . . ’7 anrl —‘ .
legalabb | ———— | és legfeljebb — 1, tehat
& { 2++3 g 2+/3

bt — 1 by
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n(14V3) +1<bua < (n+1) (14 V3),
(n+1) (1+V3) =2 <busr < (n+1) (1+V3).

BbboL byg1 = [(n+1) (1+V3)]| = 1 vagy buyr = [(n+1) (1+3)].
gy any1 és by értékeire az (1), (2), (3) allitasok valamelyike teljesiil (@, 41 = bny1 nyilvan kizart), és ¢, 41-re is
teljesiil a megfelels allitas ¢,+1 = (n + 1) + 2b,41 — a1 miatt.
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