
Nyilván {an}, {bn} szogorúan monoton n®, an < bn, és cn de�níiója alapján cn = n+2bn−an = n+(bn−an)+bn >

bn. Ezért az {an}, {bn}, {cn} sorozatok közül semelyik kett®nek nins közös eleme (ez {an} és {bn} esetén nyilvánvaló,

m < n esetén an és bn de�níiója miatt an 6= cm 6= bn, m ≥ n esetén pedig cm > bm > am ≥ bn ≥ an miatt

an 6= cm 6= bn.)

Bebizonyítjuk, hogy minden n-re teljesül az alábbi három állítás valamelyike:
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+ 2.

Ebb®l a feladat állítása következik.

Teljes indukióval bizonyítunk. n = 1-re látható, hogy (2) teljesül. Tegyük fel, hogy 1, 2, . . . , n-re igaz, és vizsgáljuk

n+ 1-re.
Az an+1-nél kisebb pozitív egészek száma an+1 − 1. Másrészt az an+1-nél kisebb pozitív egészek az a1, a2, . . . , an,

b1, b2, . . . , bn, valamint a c1, . . . , cn közül azok, amelyek an+1-nél kisebbek. Így an+1 ≤ 3n+ 1.

Ha i ≤
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(az egészrész-jelek elhagyása növelést jelent, mert az egészrészben szerepl® kifejezést nem egészek). Ezért az an+1-nél

kisebb ci-k száma legalább

[

an+1 − 1

2 +
√
3

]

. Másrészt n ≥ i ≥
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≥

[an+1] = an+1. Ezért 2n+
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− 1.

Így an+1 =
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− 1.

bn+1 értékére hasonló módon következtethetünk:

A bn+1-nél kisebb pozitív egészek az a1, a2, . . . , an+1, b1, . . . , bn, valamint a bn+1-nél kisebb ci-k, amelyek száma

legalább
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és legfeljebb
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.

Így an+1 és bn+1 értékeire az (1), (2), (3) állítások valamelyike teljesül (an+1 = bn+1 nyilván kizárt), és cn+1-re is

teljesül a megfelel® állítás cn+1 = (n+ 1) + 2bn+1 − an+1 miatt.
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