I. megoldas. Megmutatjuk, hogy igenls a valasz a feladat kérdésére. Ehhez elegendd olyan +/c szamot mutatnunk
a (0, 1) intervallumban, amelynek négyzete irracionalis, tovabba tizedes jegyei és négyzetének tizedes jegyei kozott
nem szerepel a 0. A nagysagrendi és a tizedes jegyekre vonatkozo feltételt teljesiti a
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Ha ezt a szamot el tudjuk ,rontani” agy, hogy a négyzete mar ne maradjon raciondlis, akkor készen vagyunk. Célszert
ezért \/c-t a
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alakban keresniink, ahol (ay) egy kiilénbdzé pozitiv egészekbdl &llo sorozat, hiszen akkor y/c tovabbra is a (0, 1)
intervallumban fekszik, jegyei kozott nem szerepel a 0 (csak a 3 és a 9 szerepel), és ¢ is jol szamolhato:
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(hogy valoban jo eredményt ad a ,minden tagot minden taggal szorzas” modszere, az a /c-t definial6 sor abszoltt
konvergenciajabol kovetkezik). Ha a fenti formulabol tudunk kévetkeztetni a c tizedestort alakjara, akkor jo eséllyel
célba ériink, hiszen csak arra kell {igyelniink, hogy a tizedes jegyek ne legyenek periodikusak, és ne is szerepeljen
kozottik a 0. A formulat akkor hasznalhatjuk kényelmesen, ha a 10-nek az 6sszegekben felléps kitev6i paronként
kiilonbozéek, s6t legalabb kettd a legkisebb kiilonbség kozottiik. Ez a helyzet valéban elgidézhets, mégpedig viszonylag
egyszerid megkotésekkel az (ay) sorozatra. Konnyen adodik, hogy ha csak annyit tesziink fel a sorozat tagjair6l, hogy
parosak és minden tag legaldbb 3-szorosa az 6t megel6zonek, akkor a bel6liik készithets legfeljebb kéttagu Osszegek
mind kiilénboz6ek (a tagok cseréjétdl eltekintve), azaz legalabb ketts a legkisebb kiilonbség kozottiik. Ilyenkor tehat,
pl. az (ag) = (67’“) sorozatot véve, a c-t el6allitd Osszeg tizedestort alakjaban a 11, 15, 47, 83 jegyparok valtogatjak
egymast valamilyen sorrendben, a 0 jegy mindenesetre nem fordul el6 benne. A 3-as jegyek az ap + a; (k < 1) alaka
helyeken lépnek fel, amiért az is kdvetkezik, hogy a jegyek nem periodikusak, hiszen ezen helyek kozott tetszéleges nagy
hézagok fellépnek az (ar) sorozat gyors novekedése miatt (az a; + a;—1 hely utan pl. az a;1 + a1 a soron kovetkezs, a
hézag pedig nagyobb kozottik, mint a;y1 — 2a; > a;).
Ezzel a feladatot megoldottuk.
Tobb dolgozat alapjin

II. megoldas. A Cantor-féle 4tlos eljaras alkalmazasaval mutatjuk meg, hogy igenls a vélasz a feladat kérdésére.
Tekintsiik a (0, 1) intervallumbeli racionalis szdmok négyzetgyokeit. Ez a H halmaz megszamlalhato, tehat elemei
sorozatba rendezhet6k. Legyen a H n-edik elemének egyértelmd végtelen tizedestort alakja
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s6 n tizedes jegye mind kiilonbozzék a 0-t6l, tovabba
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mindig teljesiiljon. Szemléletesen tehat a dy tizedes jegyein megyiink végig és néha 1-gyel megnoveljiik a soron 1évs
jegyet. A kérdés az, hogy a b, jegyeket hogyan képezziik. Ha feltessziik, hogy a b1,0bs,...,b,—1 jegyeket mar megha-
taroztuk és d,zz_l n. tizedes jegye nem 0 (amiként az els6 n — 1 jegy természetesen nem az), akkor b,-et valaszthatjuk
an-nek (amikor is d,, = d,,—1). Ha nem, akkor legyen b,, = a,, + 1, ezzel ugyanis
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felhasznalasaval
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ami azt jelenti, hogy di és dfﬁl elsé n — 1 tizedes jegye megegyezik (amelyek persze nemnullak), tovabba di n. tizedes
jegye 1 vagy 2. Ezzel megmutattuk, hogy a b, jegyek és veliik egyetemben a d,, szamok meghatarozhatok a fenti
modon.
Legyen most
d=0,b1bs ...

Megmutatjuk, hogy ennek négyzete, ¢ megfelel a feladat feltételeinek. Vilagos, hogy v/c = d jegyei kozott csak 5, 6, 7
és 8 szerepel, specialisan, nem szerepel a jegyek kozott a 0, tovabba d, tehat ¢ is a (0, 1) intervallumban fekszik. Az is
vilagos, hogy d nem eleme a megoldés elején definidlt H halmaznak, hiszen ha pl. d a H n. eleme lenne, akkor végtelen
tizedes tort alakjaban az n. jegy, b, megegyeznék a,,-nel, ami a,, majd b, szarmaztatasa alapjan lehetetlen. Tehat
d ¢ H, méas szoval ¢ = d? irracionalis. Végezetiil a nyilvanvalo

d =limd,,
Osszefiiggésbdl adodik, hogy
c=d*=1limd?

jegyei kozott nem szerepel a 0, hiszen m > n esetén d2, elsé n jegye nemnulla, vagyis ugyanez teljesiil c-re is, de az n
tetszolegesnek valaszthato. Ezzel a feladatot megoldottuk.
Braun Gdbor (Budapest, Szent Istvan Gimn., III. o. t.)

Megjegyzés. Mindkét megoldas modszere alkalmas annak igazolasara is, hogy a feladatbeli feltételt kielégits c-k
szamossaga kontinuum.



