A bizonyitas soran az | f(1)|, ..., | f(2n)| értékek egy sulyozott 6sszegét fogjuk alulrol becsiilni f(0) = n segitségével.
El6szor bebizonyitjuk, hogy léteznek olyan by, by, ..., ba, valdés szamok, amelyek nem mind 0-k, és amelyekkel
minden z-re teljesiil, hogy

(2) bof () +bif(z+ 1)+ +banf(z+2n) =0.

Az (1) jobb oldalan levs tagokra az ismert trigonometrikus Osszefliggések alapjan nem nehéz hasonlo azonossagot
talalni. Példaul minden a valés szamra

(3) cosa(x — 1) — 2cosacosax + cosa(x + 1) = 0.
Tekintsiik a kovetkezs polinomot:
P(u) = ﬁ (u® = 2(cosaj)u+ 1) = by + bru + bou® + - - - + bau™”
j=
Azt allitjuk, hogy ennek egyiitthatoi megfeleldek lesznek, s6t a (2) azonossag tagonként teljesiil, vagyis minden 1 <
1 < 2n-re
(4) bo cosa;x + by cosa;(x + 1) 4+ -+ - + bay, cosa;(x 4+ 2n) = 0.
Irjuk fel P-t a kovetkezs alakban:
P(z) = (u2 —2(cosa;)u+ 1) (co +cu4+-+ 02n_2u2"_2) )
A (3) azonossag alapjan
¢j—1 (cosa;(x+j—1) —2cosa;cosai(z+j) +cosa;(x +j+1)) =0 (1<j<2n-1),

Ezeknek az egyenleteknek az Gsszege pedig éppen (4).
Valasszuk ki most a b; egylitthatok kozil az (egyik) legnagyobb abszolat értékit; legyen ez b,,. A (2) azonossagot
x = —m vélasztassal irjuk fel a kdvetkezd alakban:

b f(0) = Y —bif(j—m).

0<5j<2n
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Mivel b; maximalis abszolut értéktd, azért a hdromszog-egyenlétlenség alkalmazasival

b; ... )
F0)="3%" - fi-m) < Yo G —m) <2 max |f(k)|.
0<j<2n m 0<j<2n 1<[k|<2n
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Ha most figyelembe vessziik, hogy f(0) = n és f paros fiiggvény, akkor az egyenlStlenség két széls6 fele 2n-nel valo
osztas utdn éppen az allitast eredményezi:

1
2 1<k<2n
Megjegyzések. 1. Az f(0), f(1), ... sorozat 2n darab (komplex hanyadost) mértani sorozat Osszege, az ilyenekre

mindig lehet (2) alaku linearis rekurziot talalni. A P polinom valojaban a linearis rekurziv sorozat karakterisztikus
polinomja, melynek gyokei a mértani sorozatok hanyadosai.

2. Az egyenlétlenség éles. Ha minden 1 < j < n-rea; = %_’_1 27, és x egész szam, de nem oszthato (2n+ 1)-gyel,
n
akkor
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