A feladatot el@szor abban a specidlis esetben oldjuk meg, amikor ¢ és d relativ primek. Az a, b, ¢, d szamok
kiilonboz6sége helyett csupan annyit kotiink ki, hogy nem lehet ¢ és d értéke is 1.

Tegyiik fel, hogy az ac™ + bd™ alakd pozitiv egészeknek Osszesen csak véges sok primosztoja van. Legyenek ezek
D1, P2, - - -, Pm- Valasszunk mindegyik p;-hez egy olyan «; pozitiv egészet, hogy a, b és a + b egyike se legyen oszthato
p~i-vel.

Azt allitjuk, hogy ha n elég nagy és oszthato ¢ (p;*)-vel, akkor ac™ + bd™ nem oszthato pfi-vel. (¢ az Euler-féle
fiiggveny: o(n) az n-nél nem nagyobb, n-hez relativ prim pozitiv egészek szama.) A lehetséges eseteket két részre
osztjuk.

L. eset: ha sem ¢, sem d nem oszthaté p;-vel. Legyen n = kg (p;""). Az Euler-Fermat tétel szerint

" = (Ck)@(p?i) =1 mod p;?‘i 6s A" = (dk)‘P(p?I) =1 mod p?",

ezért
ac” +bd" = a + bmod p;.

Az a; definicidja szerint a + b nem oszthato p;' -nel.

IL. eset: ha ¢ vagy d oszthatd p;-vel. Az allitas szimmetridja miatt feltehetjiik, hogy ¢ oszthato p;-vel. Mivel ¢ és d
relativ primek, ebben az esetben d nem oszthaté p;-vel. Ha n > o, akkor ¢” oszthato p;-nel, és — ismét felhasznalva
az Euler-Fermat tételt —

ac" +bd"=a-0+b-1=>mod p;".

Mivel b nem oszthat6 p;“-nel, kész vagyunk.

Legyen most P = ¢ (p7*) ¢ (p3?) ... ¢ (pom). Ha n elég nagy és oszthatdé P-vel, akkor ac™ + bd"™ nem oszthato
p;i-nel semmilyen i-re sem, tehat primtényez6s felbontasban a p; kitevGje kisebb, mint a;. Mivel az indirekt feltevés
szerint mas primoszt6ja nincs, ebbdl kovetkezik, hogy

ac™ +bd" < p{rTripgr Tt pom L
Ez azonban ellentmondas, mert ¢ és d koziil valamelyik legalabb 2, igy az ac™ + bd™ sorozat szigorian monoton ng, és
végtelenhez tart.

Hatravan még az altalanos eset vizsgalata, amikor ¢ és d kiilonb6z6, nem feltétleniil relativ prim szamok. Legyen
c és d legnagyobb koz0s osztdja ¢q; ¢ = c1q, d = dyq, ahol ¢; és d; relativ primek. Ezekkel a jelolésekkel

ac”™ 4+ bd" = q" (ac} 4+ bd}) .

Mivel ¢; és d; relativ primek, a masodik tényez6 lehetséges értékeinek, mint lattuk, 6sszesen végtelen sok primosztdja

van.
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