I. megoldas. Legyen fi =1, fa =1, fs =2, f1 =3, fs =5, fe =8, ... a Fibonacci-sorozat. Azt allitjuk, hogy
az (fok+1, fort+s) alakt szamparok megfelelk lesznek. Mivel ezek a szampéarok paronként kiilonbozsek, a konstrukcio
végtelen sok megoldast allit els.

Bebizonyitjuk, hogy minden k pozitiv egészre

(1) freir + 1= for_1forts.

Ebbdl allitasunk kovetkezik, mert

fopis +1
= for—1 & ———— = forts
fort3 for+1

is egész szam lesz.
Az (1) azonossagot teljes indukcioval igazoljuk. Az allitas igaz k = 1-re, mert f3+1=2%4+1=1-5= f, f5. Tegyiik
fel, hogy (1) valamilyen k-ra teljesiil, és hogy m > 3 esetén

fm+2 + fm72 - ferl + fm + fm72 - (fm + fmfl) + fm + fm72 =
- 2fm + (fm—l + fm—2) = 3fm7

ebbdl kovetkezik az allitas (k + 1)-re:
[oras ¥ 1= (F3rss = [or1) + (Forn +1) = fargs — forga + for—1forss =
= f3rrs — farsr + (3farns1 — forss) forts = fort1 (3forts — fons1) = fors1fonts.

Az (1) azonossag tehat minden k-ra teljestil.
Valké Benedek (Fazekas M. Fév. Gyak. Gimn., IV. o. t.)

Megjegyzés. Az (1) azonossag a Fibonacci-sorozat alabbi ismert explicit alakjabol is bebizonyithato:
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II. megoldas. Ha m | n?+1ésn | m? + 1, akkor m és n relativ primek. Ha ugyanis m és n legnagyobb kozos
osztoja d, akkor d | m | n? + 1 miatt d | 1. Mivel m? + n? + 1 oszthaté m-mel és n-nel is, a relativ primség miatt
oszthat6 mn-nel is. Megforditva, ha m? 4+n? 4+ 1 oszthato mn-nel, akkor oszthaté m-mel és n-nel is, amib6l kovetkezik,
hogy m | n? + 1 és n | m? + 1. A feltétel tehat azzal ekvivalens, hogy m? + n? + 1 oszthaté mn-nel.

Legyen a pozitiv egész, és tekintsiik az

(2) 2 +y* 4+ 1 =axy

egyenletet. Azt allitjuk, hogy ha ennek van pozitiv egészekbdl 4116 megoldéasa, akkor végtelen sok is van. Ebbél az
allitds azonnal kovetkezik. Tegyiik fel, hogy (xo,y0) egy megoldasa (2)-nek, és zop < yo. Ha (2)-t egy paraméteres
maésodfoki egyenletnek tekintjiik, amelyben x az ismeretlen, akkor az egyenlet egyik gydke xg, a méasik pedig a gyokok
és egytitthatok kozotti Osszefiiggések (Vieta formulak) alapjan

ya+1
i) '

Tl = ayo — To =

Az els6 formula alapjan ez a gyoOk is egész, a masodik szerint pedig pozitiv, s6t

:y§+1>y_§
Lo Yo

Tl = Yo-
A (2) egyenletnek ezért az (1, yo) szampar egy Gjabb, pozitiv egészekbdl 4116 megoldasa, amelyben a két szam Osszege
nagyobb, mint az el6z6ben: z1 + yo > xo + yo- A megoldasok kozott tehédt nincs olyan, amelyben a két ismeretlen
Osszege maximalis.
Ha a = 3, akkor (2)-nek van megoldésa, példaul x = y = 1. Az el6bbiek szerint ebbdl kovetkezik, hogy végtelen
sok olyan (m,n) szdmpéar van, amelyre teljesiil, hogy m?+n?+1=3mn.
Té6th Gdbor Zsolt (Budapest, Arpad Gimn., III. o.t.) és  Braun Gdbor (Budapest, Szent Istvan Gimn., II. o.t)

dolgozata nyoman

Megjegyzések. 1. A két megoldas lényegében ugyanazokat a szamparokat adja. A II. megoldasban adott konstrukcio
ugyanis az (m,n) szamparbol az (n,3m — n) szampart allitja eld, ami megfelel az fp,12 = 3fm — fm—2, rekurzionak.
Az (1,1) szampart az I. megoldas is el6allitja, ha bevezetjiik az fo =0, f_1 = 1 elemeket.



2. A masodik megoldas modszerével nem nehéz bebizonyitani, hogy méas megoldas nincs. Ehhez elGszor azt mutatjuk
meg, hogy (2)-nek csak a = 3 esetén van pozitiv egészekbdl allo megoldasa. Tekintsiink egy olyan (zo, yo) megoldast,
amelyben xg +yo minimalis. Ha 9 = yo = 1, akkor a = 3 és kész vagyunk. Ellenkez6 esetben feltehetjiik, hogy xo > yo
(egyenl6k nem lehetnek, mert relativ primek). Definialjuk most ismét az

v +1
Zo

T =ayo — To =

szamot. Ez ismét pozitiv egész lesz, de ezuttal

_WEl ¥t

X
! o ~ Yo+1

= Yo < Xo.

Az (21,y0) szampar tehat olyan pozitiv egészekbdl allo megoldas, amelyben z1 +yo < 2o+ yo. Ez viszont ellentmondas,
mert feltettiik, hogy xo¢ + yo minimalis.

Ezutan mar nem nehéz bebizonyitani, hogy ha = < y egy megoldasa (2)-nek, akkor x = fop_1 és y = fort1
valamilyen k£ nemnegativ egésszel. Ez ismét teljes indukciéval torténhet. Ha x +y < 2, akkor az allitas trivialis. Tegyiik
fel, hogy igaz x +y < M esetén. Ebbgl bebizonyitjuk z + y = M-re is.
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Legyen & < y egy olyan megoldasa (2)-nek, amelyben z +y = M és M > 4. Mivel az (z,3z — y) = (=, z ;— )
2 2
is pozitiv egészekbdl all6 megoldas, de ebben <zész+ < x+y = M, az indukcios feltevés szerint

Y
létezik olyan k nemnegativ egész szam, amelyre 3x — y = fopt1 €S © = fort3. EbbG] viszont kévetkezik, hogy y =
3fok+3 — fok+1 = for+s-



