Ha a harnégyszog oldalait a, b, ¢, d, félkeriiletét s jeloli, akkor a hturnégyszogekre vonatkozé Héron-képlet szerint
a feltétel

Vis—a)(s—=b)(s—c)(s—d) =a+b+c+d

alakba irhaté. Ha s nem lenne egész szam, akkor a bal oldalon a gyokjel alatt minden tényezé egy paratlan szam
fele lenne, ilyenek szorzata azonban nemhogy négyzetszam, de egész sem lehetne. Bettzziik rendre x, y, v, z-vel a
tényezGket. Ezek tehat egész szamok, s6t pozitivak is a hdromszog-egyenlStlenség alapjan, és teljesiil rajuk az

(1) ryvz = (x +y + v+ 2)?

Osszefiiggés. A bal oldal foka magasabb az ismeretlenekben, mint a jobb oldalé, ezért varhato, hogy csak véges sok
pozitiv egész megoldéasa van az egyenletnek. A megoldasok felkutatasara a kovetkezd stratégiat valasztjuk. Feltehetjiik,

hogy
(2) r<y<uv<z.

Elszor megmutatjuk, hogy csak véges sok (z, y) szampar johet szoba, majd minden ilyen szampér esetén egy véges
intervallumba szoritjuk a v lehetséges értékeit. Rogzitett (z, y, v) mellett pedig egyenletiink egyszert masodfoku
egyenlet alakjat olti a fennmarad6 z ismeretlenben, aminek &altalaban nincsen pozitiv egész megoldasa. Ezt néha
szamolassal kell majd ellenérizniink, a legtobb esetet azonban kizarhatjuk az alabbi egyszerd észrevétellel:

(3) TH+y+v nem prim.

Valéban, (1) jobb oldala nagyobb 1-nél, tehat z oszthat6 valamilyen p primszammal. Ez a p osztja (x + y + v + 2)-t,
vagyis (z + y + v)-t is, de akkor « + y + v csak ugy lehetne prim, ha p-vel lenne egyenld, amit kizar a nyilvanvalo

(4) z<xz+y+tov

egyenl6tlenség.
Irjuk fel mindenekel6tt a szamtani és a mértani kozép kozotti egyenlStlenséget a (4) szerint kilonb6z6 x + y + v és
z szédmokra, ekkor (1)-et is figyelembe véve

dr+y+v)z<(x+y+o+2)?=myvz,

azaz
Az +y) < (zy — v

kovetkezik. Mivel x + y és v pozitiv, azért a jobb oldalon 4 < xy, tovabba
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Ezt a méar ismert 4 < zy egyenl&tlenséggel egybevetve
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Mindezen el6késziiletek utan méar megkereshetjiik az (1) egyenlet pozitiv egész megoldésait a (2) és (4) feltevés
mellett. A kovetkezéképpen jarunk el. Lattuk, hogy zy > 5, tovabba (6)-bél azonnal kovetkezik, hogy zy < (3+1)% =
16. Ez a feltétel persze nem elégséges (6) teljesiiléséhez, hiszen (6) arrol is szol, hogy hacsak 9 < zy, akkor z/y nem
lehet tul kicsi, azaz x-nek és y-nak valamennyire kozel kell lennie egymashoz. Valojaban a kovetkezS pozitiv egész
(z,y) szamparok tesznek eleget a (2), a (6) és az zy > 5 feltételeknek:

(3,4), (2,5), (1,9), (3,3), (2,4), (1,7), (1,6), (2,3), (1,5).

Ezek mindegyike el6ir egy (7) szerinti intervallumot a v szdméra. Sok v mar a (3) alapjan kiesik a listabol. A fennmarado
esetek koziil kivalogatjuk azokat, amelyekben (1)-nek mint masodfoku egyenletnek (4)-et kielégitd pozitiv egész z
megoldasa van. Az Gsszes esetet szamba véve (1)-(2)-(4)-nek 4 megoldasa van pozitiv egészekben:

($7 y, ’U7 Z) = (4’ 4, 47 4)7 (27 57 57 8)’ (17 97 ]‘0’ 10)7 (37 37 67 6),
amelyek rendre az
(a, b, ¢, d)= (4, 4, 4, 4), (8, 5,5,2), (14,6,5,5), (6,6, 3, 3)

oldalnégyesekhez tartoznak.

Most megmutatjuk, hogy ezek az oldalnégyesek Gsszesen 7 db hirnégyszoget hataroznak meg (egybevagosag ere-
jéig). A (4,4,4,4) oldalnégyeshez kizardlag egy négyzet tartozik hurnégyszogként, azért elegendd belatnunk, hogy a
fennmaradé 3 db négyeshez egyenként 2-2 db hirnégyszdg tartozik. Atrendezés utdn mindharom négyes (a,b,b,c)
alakt, ahol a # b # ¢ és |a — ¢| < 2b. Egy ilyen négyesbdl mint oldalakbol hurtrapéz szerkeszthets, mégpedig egyértel-
mien. A trapéznak valamelyik atlofelezé merdlegesére tiikkrozve az atlot kozrefogd valamelyik két oldalt, olyan mésik
harnégyszoghoz jutunk, amelynek oldalai tovabbra is (a, b, b, ¢), de most a b hosszu oldalak k6zos csucsbol indulnak
ki. Forditva, ha egy hurnégyszog oldalai valamilyen sorrendben (a,b, b, ¢), akkor vagy atellenesek a b hosszu oldalak,
ekkor a mar megszerkesztett trapézrol van szo; vagy kozos cstcsbol indulnak ki, ekkor az ebbdl a csticsbol kiinduld
atlo felez6merdlegesére tiikrozve az atlot kozrefogo valamelyik két oldalt, visszakeriiliink a hurtrapéz esetéhez. Ilyenkor
tehat a kiindulasi négyszog sziikségképpen a mar megszerkesztett masik hurnégyszoggel egybevago.

Ezzel a feladatot megoldottuk, meghataroztuk mind a 7 olyan hdrnégyszoget, amelynek oldalai egész szamok, és
teriiletének és keriiletének mértékszama megegyezik.
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