Bebizonyitjuk, hogy a P(x) = (z* + 3)(2* + 1)(2* + 2)(2* — 2) polinom, amelynek fSegyiitthatoja 1, kielégiti a
feladat feltételeit. Lathato, hogy nincs egész gyoke, igy elég bebizonyitani, hogy minden n-re van gyoke mod n.
Hasznalni fogjuk az tn. Legendre-féle szimboélumot: ha p 2-nél nagyobb prim és a egész, akkor

(E> =0, ha
p
2 _

pla Lhap |/ aés az 2> = a (mod p) megoldhat6 -1,ha az 22 = a (mod p) nem oldhat6 meg.
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minden paratlan p primre. Tehét (—), (—), (—) koziil valamelyik +1, azaz az 22 = —1, 2% = 2, 22 = -2
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Ismert, hogy

o' (mod p) (a bizonyitas megtalalhato Szalay Mihély: Szamelmélet c. spec. mat. tankonyvének 95-96.

valamelyike megoldhat6 mod p.

Belatjuk, hogy ha 2? = a (mod p) megoldhat6 (p paratlan prim, p |/ a), akkor 2 = a (mod p*) is megoldhato
minden k > 1-re. Teljes indukcioval bizonyitunk.

k = l-re az allitas igaz. Tegyiik fel, hogy valamilyen k& > 1 egészre 2> = a (mod p) megoldhaté, legyen egy
megoldasa = = x; (mod p*). Ekkor

(pkl + x1)2 = p?*12 4 2pFla, + x] = (2lx1)pk + :Ef (mod pkH),

azaz
(P -1+ 21)? —a = (2lzy)p* + 23 —a = (2z1)p* + bp*  (mod p*)

valamely b egészre. p |/ 2x; miatt van olyan | egész, amelyre p | 2lz; + b, igy valamilyen y = p* - | = z; szamra
y? —a =0 (mod p**1), tehat y? = a (mod p*). Ezt akartuk bizonyitani.
Ezzel belattuk, hogy minden paratlan p primre és k > 1 egeészre az o = -1
2? =2, 22 = —2 valamelyike megoldhat6 mod p¥. Ekkor nyilvan a p(z) polinomnak is van gyoke modulo P
Vizsgaljuk most a p = 2 esetet. Bebizonyitjuk, hogy az z° + 3 = 0-nak van gyoke mod 2% minden k > l-re.
Teljes indukciéval bizonyitunk. & = 1 esetén = = 1 (mod 2) megoldas. Tegyiik fel, hogy z® +3 = 0 (mod 2F)

megoldhato, legyen egy megoldas x;. Keressiik a modulo 28! megoldast y = 2% - 1 + z; alakban.

)

(28 14 21)3 = 23F +3.22%1%2) + 3. 28102 + 28 =3 2Kl + 23,

azZaz
(2% 1+ 21)% + 3= (312)2" + 2% + 3 = (3127) - 2F + b - 2% (mod 2¥1),

valamilyen b egészre. Az 2, biztosan paratlan (mert 2% | 23 +3), igy valamilyen l-re 2 | 3123 +b, és ekkor y = 2¥-14-21-re
y*> 43 =0 (mod 25T1).

Ezzel bebizonyitottuk, hogy tetszéleges p* primhatvanyra a P(z) polinomnak van gyoke modulo pF.

Legyen az n primtényez6s felbontasa pi'ps? ... po . Tudjuk, hogy van a polinomnak z; gyoke modulo p
1 <1 <r-re.

A kinai maradéktétel alapjan az
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minden

x =z mod p', =z =z modp3?, ..., =z, mod pir

kongruencia-rendszernek van egy x megoldasa. Erre az z-re P(z) oszthato lesz p;“-vel minden 1 < ¢ < r-re, tehét
oszthato lesz n-nel is.
Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

Megjegyzés. A feladat szovegébdl kimaradt az a feltétel, hogy a polinom fGegyiitthatdja legyen 1. Ennek a feltételnek
a hianyaban koénnyebb olyan polinomot mutatni, amely kielégiti a feladat feltételeit (és fGegyiitthatdja nem 1). Pl. a
(22+1)(3z+1) polinomnak nincs egész gyoke, és — ugyancsak a kinai maradéktétel segitségével — egyszertien belathato,
hogy van gydke modulo n, minden n > 1 természetes szadmra.



