Megoldas. 1. El6szor azt latjuk be, hogy tetszdéleges pozitiv egész n esetén lehet talalni egy n kiilonb6zé elembdl
all6 szamtani sorozatot, aminek minden eleme egy pozitiv egésznek 1-nél nagyobb egész kitevGji hatvanya. Ezt teljes
indukciéval igazoljuk.

n = 2-re az allitas trivialis, vegyiik peldaul 2% = 4-et és 3% = 9-et.

Tegyiik fel, hogy k-ra igaz az allitas, tehat meg tudunk adni a1 < as < --+ < ay, pozitiv egészeket gy, hogy

a; = a1 + (i — 1)d, a; = b; (1 <i<k; by, ci, dpozitiv egész; ¢; > 2).
Legyen apy1 = a1 + kd, igy a1, as, ..., ars1 is szdmtani sorozat lesz, de apy1 altalaban nem teljes hatvany.
Legyen C = cica...cp, és legyen A; = a; - af,, (ahol 1 < j < k + 1). Ekkor
Aj = alakCH +( - 1)dag+1, tehat Ay, ..., Agy1 szintén szdmtani sorozatot alkot.
Cle;

Aky1 = apy1 ~ag+1 = agj:ll, és minden 1 < i < k-ra A; = bf"aﬁrl = (biakJrl )“*; ezért minden A; egy pozitiv egész
1-nél nagyobb egész kitev@ji hatvanya.

2. Egy ilyen szamtani sorozat nem lehet végtelen hosszi. Tegyiik fel, hogy mégis van egy végtelen ak + b szamtani
sorozat, amelynek minden eleme teljes hatvany. Legyen c az a és b legnagyobb k6z0s osztoja és apc = a, bgc = b. Ekkor
a c(apk + bg) szamtani sorozatrol van szo, ahol (ag,bg) = 1. Dirichlet tétele alapjan apk + bg szamtani sorozat elemei
kozott végtelen sok prim van. Ha apk 4+ by = p prim, akkor cp-nek teljes hatvanynak kell lennie; ez viszont csak akkor
lehetséges, ha p | ¢. Mivel végtelen sok k-ra lesz apk + by prim, azért c-nek végtelen sok primmel kell oszthatéonak
lennie. Ez csak ¢ = 0 esetén kovetkezik be, ami ellentmondéas, mert (a, b) # 0.
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