I. megoldas. Legyen P n-edfok, P(z) = a,z" + ap_12" "' +--- + a1z + ag, ahol a,, # 0. Kénnyen ellendrizhetd,
hogy a
Ple+1) = P(@) = ay (¢ + )" ")+ ana ((x + 1" =2") 4o+ (2 + 1) — )

polinom legalabb (n — 1)-edfoku tagjainak Gsszege

an, ((a:" + na:"_l) - a:") +an_1 (a:"_l - 3:"_1) = napz™ !,
vagyis ez a polinom (n — 1)-edfokt. Esetiinkben a P(x + 1) — P(z) = 2z — 1 polinom elséfoka, a P polinom csak
mésodfoki lehet.
Legyen tehat P(z) = az® + bx + c. Ekkor

P(z+1)—P(z) = (a(z+ 1)+ b(x + 1) + ¢) — (az® + bz + ¢) = 2az + (a + b).

Ez pontosan akkor egyenl$ a 2z + 1 polinommal, ha 2a =2 és a +b =1, vagyis a = 1 és b = 0. A P polinom tehat
22 4 ¢ alaku lehet. Konnyen ellendrizhets, hogy az ilyenekre teljesiil az (1) azonossag.

I1. megoldas. Kénnyen belathatjuk, hogy az 2 + ¢ alakt polinomokra (1) teljesiil. Megmutatjuk, hogy P csak
ilyen alaku lehet.

Tegyiik fel, hogy a P polinom eleget tesz az (1) azonossagnak, és legyen Q(x) = P(z) —2? — P(0). Erre a polinomra
igaz, hogy Q(0) = P(0) — 0> — P(0) = 0, és

Qr+1)=Px+1)—(z+1)> - P(0) = P(z) +22+1— (2 +1)* = P(0) == P(x) — 2* — P(0) = Q(z)

minden z-re.

E két informéciobol kovetkezik, hogy minden egész z-re Q(x) = 0. Egy polinom értéke azonban csak akkor lehet
végtelen sok helyen 0, ha a polinom a 0 polinom, vagyis Q(z) = 0. Igy tehat P(z) = x? 4+ P(0), vagyis P a kivant
alaku.
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Megjegyzés. Tobben indoklas nélkiil feltételezték, hogy a P polinom csak méasodfoku lehet. Ok dolgozatukra 1
pontot kaptak.



