I. megoldas. Az f(n) = n + 2 fiiggvény megfelels, mert értékei pozitiv egészek, és tetszbleges n pozitiv egészre
fUf(n)+ fn) =((n+2)+2)+(n+2) =2n+6.

Megmutatjuk, hogy mas megoldas nincs.

Az f fiiggvény biztosan injektiv, azaz n # m esetén f(n) # f(m). Ha ugyanis f(n) = f(m), akkor f (f(n)) =
f(fm))és2n+6=f(f(n))+ f(n)=f(f(m)) = f(m) =2m+ 6, amibsl kovetkezik, hogy n = m. Az injektivitas
kovetkezménye, hogy n < h esetén f(n) =1, f(n) = 2 vagy f(n) > h.

Most meghatarozzuk f(1) értékét. Ha (1)-et felirjuk n = 1-re, megallapithatunk f(1)-re egy fels¢ korlatot:

F)=8—f(f1)) <8-1=T.

Az f(1) = 3 allitas bizonyitasdhoz tehat hat esetet kell kizarni.
L eset: f(1) =1. Ekkor f(f(1))=1¢és f(f(1))+ f(1)=2#2-1+6.
IL. eset: f(1) = 2. Ekkor

fQ)=7(f(1)=2-1+6—-f(1) =6,f(6) = f(f(2) =2-2+6 - f(2) =4, f(4) = [ (f(6)) =2-6 46— f(6) = 14, f(14) = f (f(

Ez ellentmond annak, hogy f(14) pozitiv.

Hasonl6 ellentmondésra vezet az f(1) = 4, 5, 6 és 7 kiindulas, vagy negativ, vagy kétértekd fiiggvényt kapunk
legfeljebb a harmadik lépésben. (1d. az 1. Megjegyzést a feladat végén.)

Abbol, hogy f(1) = 3, kovetkezik, hogy minden paratlan n-re f(n) = n + 2. Ez n = 1-re, mint lattuk, igaz. Ha
pedig valamely n-re f(n) =n+2, akkor f(n+2) = f(f(n)) =2n+6—f(n)=2n+6—-(n+2)=n+4.

Most meghatéarozzuk f(2) értékét is. Ha (1)-et n = 2-vel irjuk fel, azt kapjuk, hogy f(2) = 10— f (f(2)) < 10—-1=9.
Az is biztos, hogy f(2) nem lehet 1-nél nagyobb paratlan szam, mert ezeket a fiiggvény a paratlan helyeken felveszi,
és ez ellentmondana az injektivitasnak. Az f(2) lehetséges értékei tehat a 4-en kiviil mar csak 1, 2, 6 és 8. Most ezeket
zarjuk ki:

L eset: f(2) =1. Ekkor f(1) = f(f(2)) =2-246— f(2) =9, ami ellentmond annak, hogy f(1) = 3.

Hasonloan ellentmondésra jutunk f(2) =2, 6 és 8 esetén is.

Abbol, hogy f(2) = 4, ismét kovetkezik, hogy minden paros n-re f(n) =n + 2.

IT. megoldas. Azt, hogy f(n) = n + 2 megfelels, az el6z6 megoldas szerint ellendrizhetjiik.

Legyen n tetsz6leges rogzitett pozitiv egész. Megmutatjuk, hogy f(n) =n+ 2.

Definialjuk a kovetkezs sorozatot: ag = n, ax+1 = f(ag). Az f fliggvény értékei pozitiv egészek, tehat ez a sorozat
pozitiv egészekbol all. Legyen tovabba by = ar — (n + 2k). A definici6 szerint by = 0, és azt akarjuk igazolni, hogy b,
is 0.

Az (1) egyenlet szerint

Q12 + ag+1 = 2ai + 6,

amibdl
bito +bpt1 =apo —(n+2k+4)+ary1 — (n+2k+2) =apr2tagr1 — 2n+4k+6) ==2a, +6 — 2n+ 4k +6) =2 (ar, — (v
Teljes indukcioval igazoljuk, hogy tetszbleges k£ nemnegativ egészre

1 (=2

(3) by 3

by.

Ez k = O-ra és k = 1-re igaz, mert a bg = 0- by = 0, illetve by = by azonossagokat adja. Ha (3) teljesiil & = m-re és
k = m + 1-re, akkor teljesiil k = m + 2-re is:

1—(=2)™ 1 — (=2)m+!
bmt2 = 2by, — b1 = 2 (3 ) by — (3) b1 =
2-2-(=2)" =1+ (—2)m*+! 1— (=2)m+2
= 3 by = 3 by.

Ezzel (3)-at igazoltuk.
A by, sorozat definicioja alapjan by, > 1 —n — 2k. Ebb6l (3) alapjan also és fels6 becsléseket nyerhetiink b;-re,
ha £ helyére valamilyen pératlan, illetve paros szamot irunk. Legyen m pozitiv egész; k = 2m + 1, illetve k = 2m

helyettesitéssel

1 22m+1 1 22m
7_'—3 bl,l—n—4m§b2m: +3

Az els6 egyenl6tlenségben by egyiitthatoja pozitiv, a masodikban negativ. Ha leosztunk vele, az els6 egyenlGtlenség
irdnya megvéaltozik, a mésodiké nem. Ezzel a kovetkezd becslést kapjuk:

—1—n—4m§b2m+1: bl.

3(n+4m+1) 3(n+4m—1)
-_ < < -
14 92mt1 =L = 22m _ |



Ha most m — oo, akkor az alsé és a fels6 becslés is 0-hoz tart, tehat b = 0.
Téth Gdbor Zsolt (Budapest, Arpad Gimn., I11. o.t.) és Valké Benedek Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., IV. o.t.)

dolgozata alapjan

Megjegyzések. 1. A masodik megoldas valdéjaban az elsének egy altalanositott valtozata. Az els6 megoldas esetszét-
valasztasait egyszerre szamoltuk ki. Példaul ha f(1) = z, akkor a fiiggvényegyenlet alapjan megallapithatjuk, hogy
flx)=8—z, f8—x)=3x—2, f(3x —2) =24 — 5z, f(24 — 5z) = 11z — 22, f(1lx — 22) = 76 — 21x stb. Ahhoz, hogy

1 4
az utols6 két szdm pozitiv egész legyen, sziikséges, hogy 11z — 22 > 1 és 76 — 21z > 1, azaz 2ﬁ <zx< 3? legyen.
Ebben az intervallumban az egyetlen egész szam a 3.

2. A masodik megoldas akkor is miikddik, ha az f fliggvény pozitiv valds szamok halmazat képezi 6nmagéara.
Ilyenkor is f(z) = z 4 2 az egyetlen megoldas.



