Megmutatjuk, hogy a négy pont vagy egy korre, vagy egy egyenesre illeszkedik. Az AB és CD szakaszoknak
mindenképpen van kozos pontja, egyébként lenne olyan S sik, amelyik a szakaszokat elvalasztja. Ekkor pedig az AB
és CD szakaszokra illeszthets egy-egy olyan gdmb, amelyik az S sikot érinti, s ezért nem metszhetik egymaést. Egy
ilyen, az A, B pontokon d&tmend gomb O kézéppontjat a kovetkezSképpen szerkeszthetjilk meg. Az AB egyenes kozos
pontja az S sikkal legyen P. A P korilli r = vV PA - PB sugari, S-ben 1év6 kor egy F pontjdban az S-re meréleges
egyenesnek és AB felez6 meréleges sikjanak kozos pontja a keresett O pont (1. dbra). Ha AB parhuzamos S-sel, és AB
felez6pontjénak S-re esG vetiilete F', akkor konnyen szerkeszthets pl. egy A és B-n atmend S-et F-ben érint§ gdmb.
Hasonléan kaphatunk a C' és D pontokra illeszkedd, az S sikot érinté gombot.

Az A, B, C és D pontok konvex burka nem lehet haromszog vagy az AB, illetve C'D valamelyike, mert ezekben
az esetekben az A, B illetve C, D pontparok egyikére illeszkeds goémb tartalmazhatja a masik pontpéarra illeszkedd
gbmbot (2. és 3. dbra).

Az eddigiekben megéallapitottuk, hogy ha a négy pont egy egyenesen van, akkor A, B elvélasztja C, D-t, ha pedig
nincs egy egyenesen, akkor az AB és C'D szakaszok egy belsé pontjukban metszik egymést. Bebizonyitjuk, hogy az
utobbi esetben a négy pont hurnégyszoget alkot. Tegyiik fel, hogy a D pont nincs rajta az ABC héaromszog koré irt
O kozéppontu koron. Ez esetben a C'D szakasz felez6mer6legesének és az OC' egyenesnek a @ kozos pontja korili QC
sugart gomb nem metszi (hanem érinti) az O kézept OA sugart gombot, ami ellentmond a feltételnek (4. dbra).

Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy az A, B, C, D pontnégyes csak akkor rendelkezik a feladatbeli tulajdonsa-
gokkal, ha egy koron, vagy egy egyenesen van, mégpedig gy, hogy az A, B pontpér elvalasztja a C', D pontpéart.

Bebizonyithat6, hogy a most kimondott feltételek elegend&ek. Ha a pontnégyes egy egyenesen van, akkor a feladat-
beli feltételek teljesiilése trivialis. Az is nyilvanvalo, hogy az A, B és C, D pontparok egyikére illeszked§ sik metszi a
maésik pontparra illeszkedd sikot vagy gombot. Megmutatjuk, hogy ha a négy pont egy korén van és A, B elvalasztja
C, D-t, akkor minden, az A, B pontokon atmend gémb metsz minden, a C, D pontokon atmend (az elébbiektsl
kiilonb6z6) gombot. Nézziik ehhez az 5. dbrdt. Elég belatnunk, hogy az AB szakasz f felezGmer&legesének béarmely
O-t6l kiilonb6z6 @ pontja koriili r = QA sugara korlemez a C, D pontok koziil pontosan az egyiket tartalmazza;
ekkor ugyanis az A, B pontokon atmend gémb metszi a C', D pontokon atmend barmelyik gémbot. Az AB és C'D
metszéspontja legyen P, ez a ki és ko korok mindkettejének bels§ pontja. Legyenek a C'D egyenes és ko kozos pontjai
FE és F. Ekkor a P pont ki-re, illetve ko-re vonatkozé hatvanya:

(1) PA.PB=PC-PD = PE-PF.

Mivel P elvélasztja mind a C, D mind az E, F pontokat, feltehetjiik, hogy F a PC félegyenesen, és igy F' a PD
félegyenesen van. Ha most PC > PE, akkor (1) szerint PD < PF, tehat C' a ko kor kiils6, D pedig bels6 pontja.
Hasonl6 a helyzet a PC < PE esetben (PC = PE nem lehetséges, mert akkor k1 = ko, azaz O = @ lenne).

Tehat egy pontnégyes akkor és csak akkor rendelkezik a feladatban megfogalmazott tulajdonsagokkal, ha a négy
pont egy koron, vagy egy egyenesen van, és az A, B pontpar elvélasztja a C', D pontpart.







