Bebizonyitjuk, hogy tetsz6leges k pozitiv egészhez léteznek olyan x1, ..., xp pozitiv egészek, amelyekre
(1) 21+ S(x1) =22+ S(x2) =... = 21 + S(xp).

Ez a k = 3 esetben megvalaszolja a feltett kérdést.
Allitasunkat teljes indukciéval fogjuk igazolni. A k = 1 esetben nyilvan barmilyen x; megfelels.
Tegyiik fel, hogy z1, ..., ) olyan szamok, amelyekre (1) teljesiil. Konstruélni fogunk olyan y1, ..., yx11 szdmokat,
amelyekre
y1+S1) =y2 +S(y2) = - = Yr+1 + S(Ykt1)-

Legyen ¢ olyan pozitiv egész, amelyre 107 nagyobb, mint x; + S(x;), és p egyel6re tetszsleges pozitiv egész, a egy
szamjegy. (Ezeket kés6bb pontosan definialjuk.) Legyen A = ((10P — 1) - 10 4+ a) - 10%; ennek a szamnak a 10-es szam-
rendszerbeli alakja 99...9400...0, ahol a 9-esek szama p, a 0-k szama ¢, tovabba y; = A+ 21, yo = A+ 2, ...,
Yo = A+ Ty, 68 ypy1 = 10PT9HL

Kénnyt ellenérizni, hogy yi1 + S(yry1) = 10PT9T 41, 65 1 <4 < k esetén

Yi+S(wi) = (A+a)+ (p-9+a+S(x)) = (x; + S(a;)) + 1071 — 109" + 9p + (107 + 1)a.
Az indukcids feltevés szerint ez a szam nem filigg i-t6l. A p és az a értékét ugy kell megvalasztanunk, hogy
zi 4+ S(xi)) + 107FF — 1077 4+ 9p 4 (107 4 1)a = 10717 41
( p ;
azaz
(2) (z; + S(x:)) + (107 + 1)a + 9p = 107! + 1

teljesiiljon.
Most definidljuk az a szamjegyet és a p szamot. Legyen 0 < a < 8 olyan szam, amelyre

(x; +S(x;)) +2a =2 (mod 9)

teljesiiljon. (Ilyen a létezik, mert a 0, 2, ..., 16 szamok teljes maradékrendszert alkotnak modulo 9.) Ezzel az a-val
(2) két oldala kongruens modulo 9, ezért létezik olyan p egész szam, amelyre egyenl@ség all. A p pozitiv, mert

9p = 10971 +1 — (z; + S(2;)) — (109 + 1)a > 1097 + 1 — 107 — (107 4+ 1) -8 = 107 — 7 > 0.
Talaltunk tehat olyan p pozitiv egészet és a szamjegyet, amelyek esetén

i+ S) =y2+SW2) = ... = Yrs1 + S(Wrt1)-

Ezzel allitdasunkat igazoltuk, a feladat kérdésére a valasz igenld.

Megjegyzés. Sok mas konstrukcio létezik. Még az is teljes megoldas, ha valaki megad egy konkrét szamharmast;
példaul
x =999 999 999 999 891,y = 999 999 999 999 900, z = 1 000 000 000 000 008

esetén = + S(z) =y + S(y) + S(z) =1 000 000 000 000 017.



