
I. megoldás. Szorozzuk meg 2-vel az egyenl®tlenséget és rendezzük a bal oldalra:

n+ 2
∑

1≤i<j≤n

cos(xj − xi) ≥ 0.

Felhasználva a cos2 a + sin2 a = 1 és cos(a − b) = cos a cos b + sin a sin b azonosságokat, ez ekvivalens a következ®

állítással:

n
∑

i=1

(

cos2 xi + sin2 xi

)

+ 2
∑

1≤i<j≤n

(cosxj cosxi + sinxj sinxi) ≥ 0,

azaz

(

n
∑

i=1

cosxi

)2

+

(

n
∑

i=1

sinxi

)2

≥ 0.

Ez az állítás pedig nyilvánvalóan igaz.

II. megoldás. A bizonyításhoz komplex számokat és a komplex exponeniális függvény tulajdonságait használjuk

fel. Hogy ne használjuk két különböz® élra az i bet¶t, a bizonyítandó állítást

n+ 2
∑

1≤j<k≤n

cos(xk − xj) ≥ 0

alakra írjuk át, i-vel pedig a képzetes egységet jelöljük.

Ismeretes, hogy eia = cos a+ i sin a. Ezt �gyelembe véve
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n
∑

j=1

eixj

)(

n
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k=1

eixk

)

=
(

n
∑

j=1

eixj

)(

n
∑

k=1

e−ixk

)

=
n
∑

j=1

n
∑

k=1

ei(xj−xk) =

=
n
∑

j=1

ei(xj−xj) + 2
∑

1≤j<k≤n

(

ei(xj−xk) + ei(xk−xj)
)

= n+ 2
∑

1≤j<k≤n

cos(xk − xj).
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