nn+1)

Tudjuk, hogy az els§ n természetes szam Osszege S,, = 5

. A feladat kovetelménye szerint azt a legkisebb n
termeészetes szamot keressiik, amelyre
n(n+1) k10t
2
illetve atalakitva:
nn+1)=k-2.2*.5* =k.2°.5" = k.32.625,

alkalmas k természetes szdmmal.

n és n + 1 két egymast kovets egész szam, ezért nem lehet 1-nél nagyobb kozos osztojuk. Igy csak egyikiik lehet
péros; amelyik egyszersmind 32-vel is oszthaté kell, hogy legyen. Hasonloképpen csak egyikiik lehet oszthato 5-tel;
amelyik tehat 625-tel is oszthato.

Elképzelhets, hogy ugyanaz oszthato 32-vel is és 625-tel is, amib6l n = 32 - 625 = 20000, illetve n + 1 = 32 - 625,
tehat n = 19999 adodik. Lehetséges azonban az, hogy n és n+ 1 egyike oszthat6 32-vel, masikuk 625-tel. Ez két esetet
jelent, attol fliggéen, hogy n vagy n + 1 oszthatd 32-vel.

Legyen el6szor n = 32z és n + 1 = 625y, alkalmas x és y egész szamokkal. Eszerint 625y = 32z + 1, vagy szokésos
alakba irva:

625y — 32x = 1.

Ez egy ugynevezett kétvdltozds elséfoki diofantoszi egyenlet. Altalanos alakja a -z + b -y = ¢, ahol a, b, ¢ adott egész
szamok; és attol lesz az egyenlet diofantoszi, hogy az (x, y) megoldasokat az egész szamok korében keressiik. Ismeretes,
hogy az ilyen tipusd egyenleteknek pontosan akkor van megoldasuk, ha a és b legnagyobb koézos osztdja osztja c-
t is. Jelen esetben ez természetesen teljesiil. Most az egyenlet megoldasanak altalanos modszerét ebben a konkrét
esetben végezziik el. Tekintjiik az ismeretlenek egyiitthatoi koziil a kisebbiket, ez most 32, és megkeressiik a 625-hoz
legkdzelebbi 32-vel oszthato szamot, ez 640. A kiindul6 egyenletet 640y — 15y — 32z = 1 alakba irva, kiemeljiik a 32-t.
32(20y — x) — 15 = 1, és bevezetjiik az u = 20y — x 0j ismeretlent, ahol u is egész; kapjuk, hogy

(1) 32u— 15y = 1.

Ez u-ra és z-re egy diofantoszi egyenlet. Az el6z6hoz hasonlé eljarassal ezt 15(2u — y) + 2u = 1 alakba irva azt kapjuk,
hogy:

(2) 15v 4 2u =1, ahol v = 2u — y egész szam.
Még egy lépést kell tenniink: az egyenletet 2(7v + u) + v = 1 alakba irjuk, azaz:
(3) 2w+v =1, ahol w = Tv + u egész szam.

Most méar v-t is ki tudjuk fejezni w-vel: v = 1 — 2w. Ezutan rendre kifejezhetjiik a (3), a (2) és az (1) alatti
Osszefiigges felhasznéalasaval u, y és x mindegyikét w-vel:

u=w—-—Tv=w—-T(1-2w)=15w—-T,y =2u—v=2(15w—-7) — (1 — 2w) = 32w — 15,2 = 20y — u = 20(32w — 15) — (15w — 7

Az eljarasbol kovetkezik, hogy = és y csak ilyen alaku lehet, ahol w egész szam. Forditva is igaz, ha w egész szam,
akkor az z-re és y-ra kapott értékeket a kiindulasi egyenletbe behelyettesitve, azt e szampér kielégiti. Mivel n pozitiv,
ezért x és y is pozitiv, ami csak agy lehet, ha w is pozitiv. Emellett akkor kapjuk a legkisebb n értéket, ha = (és y)
minimalis. Ez akkor torténik meg, ha w = 1, azaz © = 332 és y = 17. Ebb6l az n = 332 - 32 = 10624 érték adodik.
(Hasonléan n 4+ 1 = 17 - 625 = 10625.)

Nem felejtkezhetiink meg a masik esetrdl, amikor n = 625y és n + 1 = 32z. Ez a 625y — 322z = —1 egyenlethez
vezet. Itt elvégezve az eljarast az

y = 32w+ 15 és x = 625w + 293

eredményhez jutunk. Most n — és igy x valamint y — pozitivitdsadhoz elég az is, ha w > 0; és nyilvan w = 0 adja a
minimalis lehetGséget. Azt kapjuk, hogy:

n =625y =625-15 = 9375;

ami valéban a megoldast szolgéltatja, hiszen 9375 < 10624 < 19999 < 20000.

Megjegyzések. 1. Azok is megkaptak a maximalis 5 pontot, akik probalgatassal keresték meg az egyenlet megoldasat,
feltéve, ha az Osszes megfelels értéket megtalaltak.

2. Azok, akik azt allitottak, hogy n legkisebb értéke a 20000, dolgozataikra nem kaptak pontot.



