I. megoldas. Legyenek a keresett ABCD paralelogramma, adott csiucsai A és B. Mivel a paralelogramma egy
szoge a tObbit meghatarozza, ezért feltehetjiik, hagy az adott szog a DAB< = «. Végiil jeloljiik a sik adott pontjat —
amelybdl az AB és CD szakasz egyenls szog alatt latszik — P-vel.

1. dbra

Ha meg tudjuk szerkeszteni a paralelogramma atldinak M metszéspontjat, ezzel a feladatot megoldottuk, mert C'
az A-nak és D a B-nek M-re vonatkozo tiikorképe (1. abra). Mivel a paralelogramma M-re szimmetrikus, azért P-nek
M -re vonatkozo @Q tiikorképébdl is ugyanakkora szog alatt latszik mind az AB, mind a CD szakasz, mint P-bgl. A
tiikrozésbol kovetkezik, hogy M, a PQ szakasz felezGpontja, ezért elegendd a (Q pont megszerkesztése. @ rajta van az
AB szakasz folé rajzolt azon két latokoriv valamelyikén, amelyek pontjaibol az AB szakasz ugyanakkora sz6g alatt
latszik, mint P-bdl, hiszen Q-bol és P-bsl az AB szakasz egyenls szogben latszik.

Masrészt M-en atmennek a paralelogramma, koézépvonalai. Az AD oldallal parhuzamos f kozépvonalat azonnal
meghuzhatjuk, ez atmegy az AB szakasz F felez6pontjan és a szoget zar be az AB egyenessel. Mivel a PQ szakasz
felezGpontja rajta van f-en, azért Q-nak rajta kell lennie azon az f-fel parhuzamos e egyenesen, amely a P-nek az f
pontjaira vonatkozo tiikorkeépeibél all. Igy @, mint a fenti két latokoriv és az e egyenes kozos pontja, megszerkeszthetd.

A szerkesztés a kovetkezs: vessziik az A B P haromszog koriilirt korének P-t tartalmazd AB = i ivét; ez nyilvanvaldoan
a szoban forgo latokorivek egyike, a masika pedig ennek i’ tiikorképe F-re. Kimetssziik i-n P-nek F-re vonatkoz6 P’
tiikorképét. P'-n és F-en at megszerkesztjilk az AB-vel a szdget bezaré e, illetSleg f egyenest. Az e és az i, i par
valamelyik (de P’-t6l kiilonb6z6) @ kdzds pontjat P-vel sszekots egyenes f-bol kimetszi M-et, végiil A és B tiikorképe
M-re C, ill. D.

Az ABCD négyszog megfelel a kovetelményeknek, mert az utolsé két tiikkrézés miatt paralelogramma, oldalai
parhuzamosak F'M-mel, tehdt DAB< = «, végil CPD< = AQB< = APB<, mert @ a P tiikorképe M-re. A feladat
diszkussziojat a III. megoldas utan targyaljuk.

Megjegyzés. f és M megszerkesztése el is maradhat. D paralelogrammava egésziti ki a PBQ haromszoget, C pedig
a BAD haromszoget. — Igy természetesen a bizonyités is modosul: P’ szerkesztése szerint PAP'B paralelogramma,
D (1) szerkesztése szerint PBQD szintén, igy az APD és P'BQ haromszogben az AP és P’'B tovabba PD és BQ
oldalak egy iranyban parhuzamosak és egyenl6ek, tehat az AD és P'Q oldalak is, vagyis DAl|le, DAB< = .



2. dbra

II. megoldas. Toljuk el a PCD haromszoget Ggy, hogy D csucsa A-ba keriiljon (2. abra). Ezaltal C a B-be keriil,
P pedig egy olyan R pontba, melybdl az AB szakasz ugyanakkora szogben latszik, mint P-bél C'D, vagyis mint P-bgl
AB. R tehat rajta van az el6bbi két latokoriv valamelyikén.

Masrészt, az eltolas kdzben P az AD-vel parhuzamosan mozgott, igy R rajta van a P-n dtmend és az AB egyenessel
a szoget bezard g egyenesen. Ezek alapjan R, mint g és a két latokoriv kozos pontja, megszerkeszthets, D pedig
paralelogrammévé egésziti ki az ARP haromszoget.

ITI. megoldas. Mindkét fenti megoldasban els6 1épésként két koriv és egy egyenes metszéspontjat kerestiik meg,
ebbdl kaptuk meg a paralelogramma cstucsait. Az I. megoldasban a metszéspontbol el6bb a paralelogramma kdzép-
pontjat hataroztuk meg, a II. megoldasban a metszéspontbol mar kozvetleniil kaptuk az egyik csicsot. Most olyan
megoldast adunk, melyben a korivek és egy egyenes metszéspontja mindjart maga az egyik cstcs.
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3. dbra
Egészitsiik ki a BAP haromszoget a T ponttal a BAPT paralelogrammavé (3. dbra). Ekkor a CDPT négyszog is
paralelogramma, PA és T'B, valamint PD és T'C' is parhuzamosak, ezért és a feltevés miatt
PCT<=CPD«=BPA<« = PBT«,

vagyis C-b6l a PT szakasz ugyanakkora szdgben latszik, mint B-bél. C tehat rajta van azon két j, j' latokoriv
valamelyikén, melyeknek pontjaibol a PT szakasz ugyanakkora szogben latszik, mint B-b6l. Masrészt C' rajta van a
B-n atmend, AB-vel « szoget bezard h egyenesen is (CBA< = 180° — «), tehat C' e két mértani hely kozds pontja.



Kimutatjuk, hogy e kozos pontok barmelyike megfelel C-ként — kivéve természetesen B-t. Mivel C' rajta van h-
n, azért a paralelogramma szdgei megfelel6k, tovibba PD|TC. Masrészt C rajta van j és j' valamelyikén; ezért
DPC<« = PCT< = PBT< = BPA<, mint allitottuk.

Ezek alapjan a szerkesztés a kovetkezs: parhuzamost hizunk P-n 4t AB-vel és B-n at AP-vel, e két egyenes
metszéspontja T. Megrajzoljuk a BPT haromszog koré irt kor B-t tartalmazé PT = j ivét és ennek PT-re, valo j’
tiikorképét. Ezutan B-n it meghizzuk azt a h egyenest, amely AB-vel « szoget zar be. Ekkor h-nak j-vel, j'-vel valo,
B-t6l kiilonboz6 kozos pontja (e kozos pontok barmelyike) adja a paralelogramma C' csucsét.

h-nak mindkét ivvel legfeljebb két kozos pontja van, és j-vel mindenesetre kozos pontja B, azért a megoldasok
szama legfeljebb 3. Csak abban az esetben nem kapunk megoldast, ha B a h-nak j-vel egyetlen kozos pontja, és itt
érintkeznek, j'-vel pedig nincs kozds pontja. (*Ha ugyanis h a j-t B-ben metszi, akkor van pontja a j, j' ivekkel
hatarolt idom belsejében, igy a kilépési pont megfelel C-ként.)

Ha elejtjiik azt az elGirast, hogy az adott szog a paralelogramma A-nal levs szoge legyen, akkor h-nak az AB
egyenesre valo h* tiikorképe, is tekintetbe veends. Ekkor a megoldasok szama 6, 5, 4, 3, 2 vagy 1 (a 4-6. abrakon
példakat latunk ilyen helyzetekre, 1 megoldés van az 1-3. abrak helyzeteiben is). Kimutatjuk ugyanis, hogy igy minden
esetben létezik legalabb 1 megoldas. (A 4-6. abrak 2-2 felén csak P és T kozos. )

4. dbru 3. abra 6. ¢hra

Elég az olyan helyzeteivel foglalkoznunk h*-nak, amelyekben fentebb h nem adott megoldast. Ekkor h* — amennyi-
ben kiilonb6z6 a h-t6l — nem érinti, hanem metszi j-t B-ben és a fenti (*) megjegyzés szerint megoldast szolgéaltat. Ha
pedig h* egybeesik h-val, akkor o = 90° (mert e = 0° nyilvanvaléan nem jon szoéba), igy h mer6leges PT-re, és mivel
B-ben érinti j-t, azért a szimmetria miatt B-nek PT-re valo tiikdrképében érinti j'-t, ez a kdzds pont megoldast ad.

Koénnyt belatni, hogy j, 5/ az L. és II. megoldasban szerepelt i, i’ korivparbol AP iranyt és nagysagt eltolassal
all els, hogy ugyanez all fenn h és az 1. megoldasbeli e egyenes kozott, végiil hogy a II. megoldéasbeli g egyenes az
e tikorképe F-re. Ezért a III. megoldasra adott diszkusszié a megfelel§ valtoztatasokkal az I. és II. megoldasra is
érvényes.



