1. megoldas. Rajzoljunk a sikban egy 7', egy S és egy G tartomanyt ugy, hogy legyen mindharomnak kozos
része, barmely kettG kozos részének legyen olyan része, amelyik nem tartozik a harmadikhoz, és legyen mindegyiknek
a masik kettén kiviil esd része is. Gondoljuk a televizié-tulajdonosokat a T-tartomany belsejének pontjaival jelolve, a
szobafestSket az S pontjaival, azokat pedig, akiknek bérletiik van a Gellért-fiirdébe, a G pontjaival. Ekkor a b) allitas
azt jelenti, hogy a G-be, de S-en kiviil teend pontok, ha vannak, nem keriilhetnek T-be sem, tehat az a tartomany, ami
T-hez és G-hez is tartozik, de S-en kiviil fekszik, egyetlen kijelolt pontot sem tartalmaz. Ezt az dbran vonalkizéassal
jeloltiik.

AN

Az a) allitas szerint van pont a T-nek B-hez nem tartozo részében. Ez nem keriilhet a bevonalkazott részbe, tehat
G-n is kivill van, vagyis olyan televizio-tulajdonost jelol, akinek nincs bérlete a Gellért-fiirdgbe. Eszerint a ¢) allitas
kovetkezik a)-bol és b)-bdl.

II. megoldas. A b) allitas igy is fogalmazhato : nincs olyan televizio-tulajdonos, aki nem szobafests, de bérlete
van a Gellért-fiirdSbe. Eszerint egy olyan televizio-tulajdonosnak, akire az a) allitas teljesiil, nem lehet bérlete a
Gellért-fiirdsbe. Mivel az a) allitas ilyen személy létezését mondja ki, igy a)-bol és b)-bdl kovetkezik a ¢) allitas.

Suranyi Janos
Megjegyzés. egy versenyfeladathoz

Egy versenyfeladat a kovetkezs volt: ,,Legyen az ABC' hdromszdg A csicsdabol hizott magassdg Ay talppontja a BC
szakasz belsd pontja. Mindig kisebb-e az AB és AC oldalak kilonbsége, mint az A1 B és A1C szakaszok kiilonbsége?
(Indokolds.)”

Léttuk hogy a valasz tagado, ugyanis az egyenl6 szart haromszogekben mind a két kiilonbség nulla.
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Az alabbiakban néhany ezzel kapcsolatban felmeriilg tovabbi kérdést vizsgalunk meg. Megmutatjuk el6szor is, hogy
més ellenpélda nincs is: ha A; belsd pont és az A-bdl kiinduld oldalakra AB > AC, akkor AB — AC < A1 B — A,C.

Messe az A koriil AC sugérral irt kor BC-t még a ¢’ pontban, AB-t a C” pontban. BC-nek A-hoz legkdzelebbi
pontja A, és C ettdl kiilonbozs pont, tehat C’ is kiilonbozik C-t6l, annak az AA; tengelyre vett tiikorképe. C”- az AB
szakasz bels6 pontja, vagyis B kiviil van a koron, s igy C’ a BA; szakaszon van, tehat A;B—A,C = A1B—A,C’' = BC'.
Igy a BO” < BC' egyenl6tlenséget kell belatnunk. Ez kvetkezik abbol, hogy a BC'C” AC”-nél levé szdge tompaszog,
hiszen a C”-nél levé kiilss szoge az AC'C” egyenld szart haromszognek az alapjan levs szoge, tehat hegyesszog.

Nézziik még meg, mi a helyzet, ha A; pl. a BC szakasz C-n tili meghosszabbitasira vagy C-be esik. Ekkor
nyilvanvald, hogy AB > AC; az A1 B és A1C szakaszok kiilonbsége BC, és ez megint kisebb, mint AB — AC, a
haromszog-egyenlStlenség szerint.

Ennek az esetnek a kizarasa tehat nem volt lényeges, viszont azt célozta, hogy érdektelen esetek taglalasa ne vonja
el a figyelmet a lényegrol: ellenpélda keresésérdl.

ILasd Scharnitzky Viktor: Az 1965. évi Arany Déniel tanuléversenyek 1. fordulojan kittizott feladatok megoldéasa (kezdGk versenye),
K.M.L. 31 (1965) 193-196. o.



Scharnitzky Viktor
Megjegyzés egy 1965. évi versenyfeladathoz

Az 1965. évi Orszagos Kozépiskolai Matematikai Tanulmanyi Verseny II. fordul6janak 2. feladata igy szolt:

A hegyesszogi hdromszdgbe négyzetet irunk, amelynek két csicsa az eqyik oldalon, egy-eqy csicsa a tovdbbi oldalakon
van. Bizonyitsuk be, hogy a négyzet tartalmazza a hdromszdg beirt korének kézéppontjat.

A kozolt megoldasokd szerint a négyzet e pontot mindig belsejében tartalmazza, tovibba elég a négyzet és a
haromszog kozos oldalegyenesén fekvs cstucsokrol kiktni, hogy hegyesszogiiek legyenek.

Pelikdn Jozsef versenydolgozataban felvetette azt a kérdést, hogy rogzitve a négyzetet és minden lehetséges modon
koréirva hegyesszogl haromszogeket, ezek beirt koreinek kézéppontjai keriilhetnek-e a négyzet oldalaihoz tetszés szerint
kozel, vagy van olyan A > 0, hogy ha a négyzet oldala ¢, akkor a koriilirt haromszogek beirt koreinek kdzéppontjai
mindig legalabb At tavolségra esnek a négyzet oldalaitél. Az alabbiakban meghatarozzuk azon pontok mértani helyét
a négyzetben, amelyek beirt kdrkézéppontok lehetnek, és latni fogjuk, hogy ezek nem keriilhetnek tetszés szerint kozel
az oldalakhoz.

Legyen DEFG a négyzet, ABC egy koriilirt haromszoge, legyenek a B, D, E, C pontok ebben a sorrendben egy
egyenesen, s legyen F, ill. G az AC, ill. AB szakaszon. Legyen az ABC haromszog beirt kore k, kbzéppontja O.

I. Egyel6re nem kotjiik ki, hogy a BAC szog hegyesszog legyen.

a) A k kornek metszenie kell az F'G szakaszt; kiilonben ugyanis dtmérgje legfeljebb DE lenne, ezért az EF, GD
szakaszok koziil legalabb az egyiket, mondjuk E F-et nem metszené, s igy teljes egészében az EF'G szogtartomanyban
volna, s igy nem érinthetné az AC egyenest. Legyen EF és GD felez6pontja K, ill. L, akkor ezek szerint O a KLGF
téglalapba esik.
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k nem tartalmazhatja belsejében a G pontot, mert G-bgl érinté vonhat6 hozza. Igy O legaldbb annyira van G-t6l,
mint a DFE egyenestl, tehat alatta van a G fokuszt, DFE vezéregyenesii parabolanak. Hasonléan O az F fékuszu, DE
vezéregyenesi parabolanak is alatta van, legyen e két parabola metszéspontja M. Ekkor O az (egy egyenes szakasz és
két parabolaiv altal hatarolt) K LM idomba esik; a K L szakasz pontjai nem tartoznak hozza e mértani helyhez.

b) Ennek a tartomanynak minden pontja lehet korkézéppont. Valoban, legyen O ezen idom valamely pontja. Az
O koriil irt, DE-t érint6 k kor nem tartalmazza F-et és G-t és metszi F'G-t, igy az F-bdl, ill. G-b6l k-hoz huzott,
a négyzetet nem metsz6 érinték és DE egy olyan haromszoget hatarolnak, melynek a DE egyenesen levs csticsaiban
hegyesszogei vannak és melynek a k kor beirt kore, DEFG beirt négyzete.

I1. Kossiik ki most még, hogy A-nél is hegyesszog van.

a) Az I.a) alatti megallapitasok természetesen érvényben maradnak. Jeloljik DEFG atloinak metszéspontjat P-
vel. Megmutatjuk, hogy ekkor O csak a PFG haromszog belsejében lehet! Ebbdl kovetkezik, hogy ha az F fokuszi
parabolédnak és a DF' atlonak a négyzetbe esé metszéspontjat (Q-val, a G foékuszu parabolaét és EG-ét R-rel jeloljiik,
O a (két egyenesszakasz és két parabolaiv altal hatarolt) PQM R idomba esik; a PQ, PR szakaszok pontjai. nem
tartoznak a mértani helyhez. Annak bizonyitasat, hogy ezen idom minden pontja hozzatartozik a mértani helyhez, az
olvasoéra bizzuk.

Tegyiik fel az allitassal ellentétben, hogy k kozéppontja pl. a PDG haromszogbe esik. Ekkor k nem metszi az
EF egyenest, és ezért a C'A oldalt az F'A szakaszon érinti. A G pontbol két érint6t hazhatunk k-hoz; az ezek altal
lemetszett haromszogek legyenek ABC és A1 B1C. Feltehetjiik, hogy a jelolést ugy valasztottuk, hogy k az A1G, GB
szakaszokat érinti. Be fogjuk latni, hogy a B1A1C és BAC szogek tompaszogek. A B A1C sz6g a GAA; héromszog
kiils6 szoge, s igy nagyobb a BAC' szognél.

Nyilvanvaloan BGO< = A;GO<. Tovabba DGO<t— OGF<, ezért BGD< 2 FGA; <. Legyen O vetiilete FG-re T,
és I tiikorképe T-re ', ez O elhelyezkedése miatt a négyzet oldalanak meghosszabbitasan fekszik. Messe az F'A érint6
OT-re vett tiikorképe G Aj-et As-ben, akkor az FGA; szdg a GF’ Ay haromszog kiilss szoge, és igy GF' As<t < FGA1 <.
Tovabba nyilvanvaléan GF' Ay = GF A<. Ezek szerint GFA< < FGA< £ BGD<«, és GAF< = 180° — AGF< —
GFA< =90°+ BGD< — GF A< > 90°, és még inkdbb GA; F'<t > 90°.

Ezzel ellentmondasra jutottunk azzal a feltevésiinkkel, hogy az ABC haromszog hegyesszogi. Tehat O a PGF
haromszog belsejébe esik, és igy a mértani hely valéban a PQM R idom belseje, hozzavéve a QM , M R parabolaiveket.

Ennek az idomnak a négyzet keriiletéhez legkozelebb esé pontja M, hiszen a négyzetet P-b6l, mint kdzéppontbol
ugy kicsinyitve, hogy M a keriiletére essék, nyilvan tartalmazni fogja a PQM R idomot. Legyen DFE és F'G felez6pontja
Ny, ill. N3, a négyzet oldala ¢, akkor M nyilvan az N1 N2 egyenesre esik,

t2
MNth—MNQ, és MleMF: MN22+Z,
azaz M Ny = 3t/8. Tehat Pelikan kérdésére a vélasz az, hogy a beirt korok kozéppontjai nem keriilhetnek 3¢/8-nal
kozelebb a négyzet keriiletéhez, és ez a korlat nem javithato.

Egyébként az is lathato, hogy A-nal tompaszoget is megengedve a beirt kor kozéppontja tetszés szerinti kozel eshet

a négyzet keriiletéhez.

2Lasd Suranyi Janos: Az 1965. évi Orszagos Kozépiskolai Matematikai Tanulmanyi Verseny 1I. fordul6jan kitlzott feladatok megoldasa,
K.M.L. 31 (1965) 104-112. o., szorosabban 106-110. o.



