I. megoldas. Vazlatot készitve azt talaljuk, hogy a kérdéses metszéspont a korén van. Konnyebb lesz ezt a tobbet
mondo allitast bebizonyitani.

1. dbra

Mivel atmérére tiikroztiink, Ay, By és C; is a koron van. Azt fogjuk megmutatni, hogy az A;i-en 4t BC-vel és a
Bj-en 4t AC-vel parhuzamosan huzott e;, illetSleg es egyenes a korén metszi egymést. A harmadik egyenesre mér
konnyen atvihetd lesz eredményiink.

Messe az e; egyenes a kort masodszor As-ben, az ey egyenes Bs-ben, igy azt akarjuk belatni, hogy A, azonos
Bs-vel. Egyeldre feltessziik, hogy A; és As kiilonb6z8 pontok, ugyszintén By és Bs is (1. abra).

A BC és Ay Ag szakaszok a kor parhuzamos hiarjai, ezért végpontjaik egy szimmetrikus trapéz (hartrapéz) csicsai,
paronként egymas tiikorképei a mindkét hirra merslegesen allo d, atmérdre mint tengelyre nézve. Igy a C A, és BA;
hurok egyenlSk, mert egymés d,-ra vonatkozo tiikkorképei. Hasonléan egy hurtrapéz cstucsai az A, A;, B és By pontok
— az elGszor végzett tiikrézések miatt, mert AA; és BB; merslegesek a felhasznalt dy atmérdére —, valamint A, C, By
és Bs is, a masodszorra szerkesztett parhuzamos miatt, itt a szimmetriatengely az AC-re merdleges d atmérs. Ezért

(1) BAl = BlA = BQC és fgy CA2 = BQC

Eszerint A, és Bs a kornek C-t6l egyenls tavolsdgra levs pontjai, tehat vagy egymaés tiikdrképei a C-bdl kiinduld
atmeérdre nézve, vagy egybeesnek. Csak azt kell mar beldtnunk, hogy az utobbi eset ll fenn.

Mozgassunk egy M pontot a koron C-bél As-be a koztiik levs két koriv valamelyikén, és tekintsiik azt a mozgast,
amit M-nek d,-ra valé M, tiikorképe végez, tovabba M,-nak dy-ra valdé M, tiikkorképe, végiil amit My-nak dy-re vald
M, tiikorképe végez. Az (1) alatti egyenld hirok mindegyikének végpontjai a kort ugy osztjak két-két ivre, hogy a
részivek paronként egyenldk, és az M, M,, My, M pontok az egyenls hosszi iveket irjak le. A pontok mozgasa mindig
a kor kozéppontja koriili forgas, amelynek iranya az egymas utani parokban a tiikr6zés miatt ellentétes. Igy M és M,
forgasi iranya megegyezd, mert mindegyik ellentétes iranya M, forgasaval, és hasonldéan M, iranya is ellentétes M-ével.
Ezért az M és M, altal befutott C'As és BoC' ivek ellentétes iranyuak, az utobbinak a végpontja viszont azonos az
elébbinek a kezdGpontjaval, ezért a Bs kezdGpont is azonos az A végponttal. Ezt akartuk belatni.

Akkor is érvényes (1), valamint meggondolasunk zar6 része is, ha e; érinti a kort. Ekkor ugyanis A, helyén csak
maga A; vehets, masrészt az A;-bdl kiinduldé atmérd merdleges BC-re, az A1 BC' haromszog egyenls szara, és igy
CAs; = CA; = BA;. Hasonl6an okoskodunk, ha es érinti a kort. Ezzel az els6 két parhuzamosra vonatkozo allitasunkat
bebizonyitottuk.

Meggondolasunkban az A, B, C; A1, B1; As, By pontok szerepét rendre a B, C, A, By, C1, By, Cy pontoknak
adva at, ugyszintén e, es, do, dp, M,, My szerepét rendre eq, e3, dp, d., My, M.nek — ahol Cs-t, es-at, d.-t és M.t
a fentiekhez hasonloan értelmezziik —, azt kapjuk, hogy es és e3 a koron metszik egymast, Cy egybeesik Bs-vel, tehat
az eredeti meggondolas szerint As-vel is. Ezzel allitdsunkat bebizonyitottuk.

Megjegyzés. M és tiikorképei mozgasanak elképzelése tulajdonképpen mell6zhet6vé tette az (1)-re vezets meggon-
dolast, hiszen megismételte azt, de tobbet mondott néla. Az dbra azonban csak nyugalmi helyzetet mutat, szemlélete
elokészitette a kés6bb mondottakat.

II. megoldas. Ismét azt bizonyitjuk, hogy a feladatban szerepls egyenesek a koron metszik egymaést. Elég meg-
mutatni, hogy az Aj-en 4t BC-vel és By-en at AC-vel htuzott parhuzamosok a koron metszik egymast. A feltételeket
leirhatjuk csupan a kor O kozéppontjan dtmend tengelyekre valod tiikrozésekkel.



2. dbra

Jeloljiik a kornek a feladat szovegében emlitett &tmérgjét t-vel, a BC-re és a C'A-ra meréleges atmeérst t1-gyel, ill.
to-vel (2. abra). Ekkor A-bodl a kérdéses korpontba tgy juthatunk, hogy A-t tiikrozziik t-re, majd a tiikdrkép-pontot
(Aj-et) ti-re; hasonldéan B-bdl a megfelel metszéspontba a t-re, majd ta-re valod tiikrozéssel juthatunk. Megforditva,
a kétszeri tiikrozéssel kapott pontbél B-be a to-re, majd t-re vald tiikrozéssel jutunk — és csak ebbdl a pontboél, hiszen
B, az egyetlen pont, amelyet t-re tiikrozve B-t kapjuk, és olyan pont is egyetlenegy van, amelynek to-re vonatkozd
tiikkorképe Bi, ugyanis Bi-nek a to-re vonatkozo tiikorképe. Igy, ha allitasunk igaz, akkor A-t sorra tiikrozve t-re,
ti-re, to-re, majd Gjra t-re, B-be jutunk, de forditva is, ha utols6 allitdsunk igaz, akkor A-t t-re, majd ¢;-re tiikrozve
ugyanazt a pontot kapjuk, mint ha B-t tiikr6zziik t-re, majd ts-re.

Elég tehat azt megmutatni, hogy A a fent emlitett négy tiikrozéssel B-be megy at.

Ehhez megmutatjuk, hogy két egymaést metsz6 tengelyre térténd, egymas utani tiikrozés eredménye ugyanaz, mint
ha metszéspontjuk koril egy kétszer akkora forgatast végziink, mint ami az elsé tiikrozés tengelyét a masodikéba viszi
at.

Ebbdl atfogalmazott allitasunk helyessége kovetkezik, hiszen A-t a t, majd. a t; tengelyre tiikrézve az eredmény a
koér O kozéppontja koriil a t-t t1-be vive forgas kétszeresével valo elforgatassal helyettesithetd. Az ez uténi tiikkrozés
to-re, majd t-re annak a forgatasnak a kétszeresével helyettesithets, amely ¢o-t ¢-be viszi at. A két forgatast egymas
utan elvégezve a forgatasok szogei Osszeadodnak, és ez a forgasszog-osszeg fiiggetlen a forgatasok sorrendjétél. Igy a
négy tiikkrozés egyiitt annak a forgatasnak a kétszeresét adja, amellyel to, a t-be, majd innen t;-be forgathatd. Az
utoljara emlitett forgatas a to-t t1-be vive forgatas, vagy ennél 180° egy tobbszorosével nagyobb. Igy kétszerese a
to-t t1-be vive forgatés kétszeresétsl csak 360° egy tObbszorosével kiilonbozhet, azonban 360° egy tobbszorosével vald
forgatas minden pontot 6nmagaba visz at.

A négy egymaés uténi tiikrozés eredménye tehat az O koriil a to-t t1-be vive forgatés kétszerese, ez pedig A-t éppen
B-be viszi at; ezt akartuk bizonyitani.

A két tiikrozés Osszetételére vonatkozo allitast kell tehat még belatnunk. Legyen a két egyméast metsz6 tiikkortengely
a és b, metszéspontjuk O.

3. dbra



Egy P pont a-ra vonatkozé tiikorképét megkaphatjuk ugy is, hogy az OP szakaszt O koriil pl. az 6ramutatd
jarasaval ellentétes iranyban — ezt szokas pozitiv forgasirdnynak tekinteni — a-ig forgatjuk, majd innen ugyanekkora
szoggel tovabb. az OP’ helyzetbe. Ekkor P’ a P tiikorképe a-ra (3. abra). A P-t P’-be vivs forgas szoge fiigg P
helyzetétsl. P'-t a b-re vonatkozo P” tiikdrképébe ismét atvihetjiik agy, hogy OP’-t pozitiv irAnyban b-ig forgatjuk,
majd innen még ugyanekkora szoggel tovabbforgatva jutunk az OP” szakaszhoz. Igy végiil OP-t annak a forgasnak
a kétszeresével forgattuk el (a 3. Abra vastagabban jelolt ivei), amely a-t P’-n athaladva b-be viszi 4t. Ez vagy az a-t
pozitiv irdnyban b-be vivs legkisebb forgas, vagy az annal 180°-kal nagyobb forgas kétszerese; eredménye tehat minden
esetben ugyanaz, mint az a-t b-be vivé forgatas kétszereséé, mért a 360°-kal valoé tovabbforgatas nem okoz valtozast.
Ezzel segédtételiinket, s igy a feladat allitasat is bebizonyitottuk.

Megjegyzések. 1. Itt nem kellett kiilonvalasztanunk azt az esetet, ha pl. az Aj-en at BC-vel parhuzamosan hizott
egyenes érinti a kort. Ekkor ¢; atmegy Ai-en, s igy a ra valo tiikrozés A;-et helyben hagyja.

2. Meggondolasunkban felhasznéltuk, hogy egy kozéppont koriili egymas utani forgatasok felcserélhetsk, igy se-
gédtételiink értelmében egy ponton atmend tengelyekre vonatkozo tiikrozésparok is felcserélhetSk. (Tiikrozések nem
cserélhetSk fel, hiszen a b-re, majd a-ra valo tiikrozés azt a forgast adja, ami az a-ra, majd b-re valo tiikrozéssel
egyenértéki forgatast teljes koriilforgassa egésziti ki.) Igy a t-re, t1-re, to-re, majd t-re vonatkozé tiikrézés ugyanazt
eredményezi, mint ha to-re, t-re, Ujra t-re, majd t;-re tiikroziink. Azonban a t-re vald kétszeri tiikrézés minden pontot
helyben hagy, tehat az eredmény ugyanaz, mint ha to-re, majd ¢;-re tiikroziink. Lényegében ezt lattuk be a megoldas
soran geometriailag.

3. A bizonyitandé allitast tovabb alakithatjuk, megfigyelve, hogy B-t ismét t1-re, majd to-re tiikrézve C-be, majd
A-ba jut, és B az egyetlen pont, aminek megvan ez a tulajdonsiga. Elég tehat azt megmutatni, hogy A-t sorra a t, ¢y,
ta, t, t1, ta tengelyekre tiikrozve eredeti helyzetébe jut vissza. Ez azonnal lathato, ha — el6z6 megjegyzésiink értelmében
— az els6 és masodik tiikrozéspéart megceseréljiik. Eszerint a hat tiikrozés eredménye ugyanaz, mintha, A-t sorra a to, t,
t, t1, t1, to tengelyekre tiikrozziik. De a t-re és djra t-re valo tiikrozés helyben hagyast eredményez, ugyszintén a t-re
és ismét t1-re vald tiikrozés, tehat a hat tiikrozés egymasutanja ugyanazt eredményezi, mint a ts-re, majd to-re vald
tiikrozés, vagyis a helyben hagyast.

4. Az el6z6 atfogalmazas azt jelenti, hogy a t, t1, t2 tengelyekre valo tiikrozések egymasutanja olyan transzformaciot
eredményez, amelyet kétszer egymasutan alkalmazva minden pont eredeti helyzetébe keriil vissza. Valéban, a harom
tiikrozés eredménye egyetlen tiikrozéssel helyettesithets. A t¢-re és t1-re vald tiikkrozés ugyanis annak a forgatasnak a
kétszeresével helyettesithets, amelyik ¢-t pozitiv irdnyban ¢;-be viszi 4t. Ugyanerre a forgatésra vezet azonban minden
olyan O-n atmend tengelyparra vonatkozo6 tiikkrozés is, amelyek elsGjét a masodikba ugyanakkora forgés viszi at, mint
t-t t1-be. Legyen tx az a tengely, amelyet to-be ugyanaz a forgatas viszi at, mint ¢-t ¢1-be. Ekkor a t-re, t-re, majd
to-re vald tlikrozés eredménye ugyanaz, mint a tx-ra, to-re, majd to-re vald tiikkrozésé, ezé pedig ugyanaz, mint a t+-ra
valo tiikrozésé. Ezzel allitdsunkat igazoltuk.



