Legyen F tiikorképe AG felezd merélegesére F', az AG és F'H egyenesek metszéspontja M.

I. Vizsgaljuk elGszor azt az esetet, amikor F', G, H sorra az A-bol B, C, D felé indul6 félegyenesen van. Ekkor az
AC egyenes elvalasztja a B és D pontokat és veliik egyiitt az F és H pontokat is. Igy az AC egyenes A és G pontjaival
kettévagott kornek kiilonboz6 ivein van F és H, F' pedig ugyanazon az iven van, mint F, mert F'F’ || AG. Ebbdl
kovetkezik, hogy M az AG hur bels6 pontja.

Legyen F' tiikorképe AG felez6 merdlegesére F') az AG és F'H egyenesek metszéspontja M.

I. Vizsgaljuk elGszor azt az esetet, amikor F', G, H sorra az A-bol B, C, D felé indul6 félegyenesen van. Ekkor az
AC egyenes elvalasztja a B és D pontokat és veliik egyiitt az F és H pontokat is. Igy az AC egyenes A és G pontjaival
kettévagott kornek kiilonboz6 ivein van F és H, F' pedig ugyanazon az iven van, mint F, mert F'F’ || AG. Ebbdl
kovetkezik, hogy M az AG hur bels6 pontja.

1. dbra

Megmutatjuk, hogy az
(6) AHM, ACD, F'GM ¢ CAB

haromszogek hasonlok, megfelels szogeik egyenlsk. Ebb&l mar konnyen fog kovetkezni (6). A haromszogek megfelels
szogeire egyrészt

ACB< = CAD« = HAM« =
HAG<« = HF'Ga = MF'G<«;

az utolso6 elGtti és az azt megel6zd sz0g azonos iven nyugvo keriileti szogek. Masrészt

AHM< = AHF'< = AGF'a =
MGF'a=FAGa =CAB<q =
= ACD«.
A maésodik és harmadik sz0g azonos iven nyugvo keriileti szogek, a negyedik és 6t6dik pedig egymas tiikorképe.

A (6) alatti els6 és masodik haromszog hasonlosagabdl, illetSleg a harmadik és negyedik hasonlosagabol a kovetkezd

ardnyok egyenl&sége olvashato le:
AH AC GF'  AC

AM ~— AD’ GM ~ AB’
Innen, figyelembe véve, hogy GF' és AF egymaés tiikorképei, tehat egyenlSk, kapjuk, hogy

AD.AH = AC - AM,  AB-AF = AC-GM,

és a kett6t Osszeadva, mivel AM + MG = AG, adodik az (5) egyenlGség.

II. Megmutatjuk, hogy az (5) egyenléség a kor minden helyzeténél érvényes marad, ha az A-t6l B-vel, C-vel, ill.
D-vel ellentétes irdnyban levé pontok tavolsagéit negativnak tekintjiik. Ennek belatasara forgassuk a kort az A pont
koriil pl. az 6ramutaté jarasaval ellentétes irdnyban. A fenti bizonyitas nem alkalmazhato méar, ha a kor az AB oldalt
érint6 helyzetbe keriil (2. abra). Ekkor AF = 0, masrészt az ACD és AHG haromszogek hasonlok, mert egy szogik
kozos és

ACD<« = CAB<« =GAB<« =GHA«.
Az utolsé egyenlSségben azonos iven nyugvo keriileti szogek szerepelnek. Igy

AC  AH

5= 4@ AC-AG=AD.-AH=AB-AF+AD-AH.



3. és 4. dbra

Ha a kor tovabbfordul, F' az AB oldal A-n tuli meghosszabbitasara keriil (G és H még az AC és AD félegyeneseken
lesz, 3. abra). Jeloljilk B-nek A-ra vonatkozo tiikorképét B’-vel, ekkor az AC DB paralelogramméra érvényes az 1.
alatti bizonyitas és azt adja, hogy

AC-AG + AB' - AF = AD - AH,

azZazZ
AC - AG = AB - (—AF) + AD - AH.

Igy ha magan az AF jelolésen a szakasz negativ eljellel vett hosszat értjilk ebben az esetben, akkor az eredeti
Osszefiiggés valtozatlanul helyes marad.

Ha a kor tovabbfordulasaval G is az AC atlé A-n tuli meghosszabbitasara keriil, akkor vegyiik a B és C' pontok
A-ra vonatkoz6 B és C tiikorképét. Az ADB’'C’ paralelogrammara ismét alkalmazhato6 az 1. rész bizonyitésa, s igy (4.
abra)

AC' - AG + AD - AH = AB’ - AF.

azaz

AB - (—=AF) + AD - AH = AC - (—AG).

Ez azonban ismét azt jelenti, hogy a II. elején mondott elGjelmegéallapodéssal (5) érvényben marad.

Ha a kor az AD-t A-ban érint6 helyzeten is tulfordul, akkor korabban mar tekintetbe vett korhelyzetek A-ra
vonatkozd tiikorképeit kapjuk. Egy ilyen tiikrozés elGjelmegallapodéasunk szerint AF, AG és AH elGjelének egyideji
megvaltozasat, és igy (5) minden tagjanak ellenkez6 elGjeliire valtozasat okozza, az egyenlGség helyességét tehat nem
valtoztatja meg. Ezzel a II. alatti allitast is igazoltuk.

Megjegyzések. 1. Konnyen lathato (1. abra), hogy ABCA ~ FGHA. A megfelels szakaszok arédnyat h-val jelolve
AB=h-GH, AC =h-FH, BC = AD = h- FG. Ezeket (5)-be beirva és h-val egyszertsitve az AFGH hurnégyszogre
a kovetkezG Gsszefiiggést kapjuk:

AF-GH+ FG-HA = AG - FH,

vagyis hurnégyszogben a szemkozti oldalpdarok szorzatainek az dsszege az dtlok szorzatdval egyenld. Ez az Osszefiiggés
PTOLEMAIOS tétele néven ismeretes. A fenti hasonlosag felhasznélasival természetesen ebbdl a feladat allitasa is
kénnyen koévetkezik. Ha viszont az 1. alatti bizonyitasban az ACD és C'AB haromszog helyébe egyarant az FHG
haromszoget tessziik, akkor kdzvetlen bizonyitast kapunk PTOLEMAIOS tételére.

2. A versenyen a biralo bizottsdg megelégedett az 1. eset targyalasaval.
Megmutatjuk, hogy az

(6) AHM, ACD, F'GM é CAB

haromszogek hasonlok, megfelels szogeik egyenlsk. Ebb&l mar konnyen fog kovetkezni (6). A haromszogek megfelels
szogeire egyrészt

ACB< =CAD<x = HAM« =
HAG<« = HF'Ga = MF'G<«;

az utolso el6tti és az azt megel6z6 szog azonos iven nyugvo keriileti szogek. Masrészt

AHM< = AHF'< = AGF'a =
MGF'a=FAG<a=CAB«1 =
= ACD«.

A maésodik és harmadik sz0g azonos iven nyugvo keriileti szogek, a negyedik és 6t6dik pedig egymas tiikorképe.



A (6) alatti els6 és masodik haromszog hasonloséagabol, illet6leg a harmadik és negyedik hasonlosagabol a kovetkezd

aranyok egyenlGsége olvashato le:
AH  AC GF'  AC

AM ~— AD’ GM ~ AB’
Innen, figyelembe véve, hogy GF’ és AF egymaés tiikorképei, tehat egyenlSk, kapjuk, hogy

AD-AH = AC - AM, AB-AF = AC-GM,

és a kettGt Osszeadva, mivel AM + MG = AG, addodik a (5) egyenldség.

I1. Megmutatjuk, hogy a (5) egyenlSség a kor minden helyzeténél érvényes marad, ha az A-t6l B-vel, C-vel, ill.
D-vel ellentétes irdnyban levé pontok tavolsagéit negativnak tekintjiikk. Ennek belatasara forgassuk a kort az A pont
koril pl. az 6ramutaté jarasaval ellentétes irdnyban. A fenti bizonyitas nem alkalmazhato méar, ha a kor az AB oldalt
érintd helyzetbe keriil (2. abra). Ekkor AF = 0, masrészt az ACD és AHG haromszogek hasonlok, mert egy szogiik
kozos és

ACD<« = CAB<« =GAB<« =GHA«.
Az utolsé egyenlSségben azonos iven nyugvo keriileti szogek szerepelnek. Igy

AC_ Al
AD  AG’
Ha a kor tovabbfordul, F' az AB oldal A-n tuli meghosszabbitasara keriil (G és H még az AC és AD félegyeneseken

lesz, 3. abra). Jeloljiilk B-nek A-ra vonatkozo tiikorképét B’-vel, ekkor az AC DB paralelogramméra érvényes az 1.
alatti bizonyitas és azt adja, hogy

AC-AG=AD-AH = AB-AF + AD - AH.

AC-AG+ AB'- AF = AD - AH,

aAzZazZ
AC - AG = AB - (—AF) + AD - AH.

Igy ha magan az AF jelolésen a szakasz negativ eljellel vett hosszat értjilk ebben az esetben, akkor az eredeti
Osszefiiggés valtozatlanul helyes marad.

Ha a kor tovabbfordulasaval G is az AC atlé A-n tuli meghosszabbitasara keriil, akkor vegyiik a B és C' pontok
A-ra vonatkoz6 B és C tiikorképét. Az ADB'C’ paralelogrammara ismét alkalmazhato6 az 1. rész bizonyitésa, s igy (4.
abra)

AC' - AG + AD - AH = AB’ - AF.

azaz

AB - (—=AF) + AD - AH = AC - (—AG).

Ez azonban ismét azt jelenti, hogy a II. elején mondott elGjelmegéallapodéssal (5) érvényben marad.

Ha a kor az AD-t A-ban érint6 helyzeten is tulfordul, akkor korabban mar tekintetbe vett korhelyzetek A-ra
vonatkozd tiikorképeit kapjuk. Egy ilyen tiikrozés elGjelmegallapodéasunk szerint AF, AG és AH elGjelének egyideji
megvaltozasat, és igy (5) minden tagjanak ellenkez6 elGjeliire valtozasat okozza, az egyenlGség helyességét tehat nem
valtoztatja meg. Ezzel a II. alatti allitast is igazoltuk.

Megjegyzések. 1. Konnyen lathato (1. abra), hogy ABCA ~ FGHA. A megfelels szakaszok ardnyat h-val jelolve
AB=h-GH, AC =h-FH, BC = AD = h- FG. Ezeket (5)-be beirva és h-val egyszertsitve az AFGH hurnégyszogre
a kovetkezG Gsszefiiggést kapjuk:

AF-GH+ FG-HA = AG - FH,

vagyis hurnégyszogben a szemkozti oldalpdarok szorzatainek az dsszege az dtlok szorzatdval egyenld. Ez az Osszefiiggés
PTOLEMAIOS tétele néven ismeretes. A fenti hasonlosag felhasznédlasaval természetesen ebbdl a feladat allitasa is
kénnyen koévetkezik. Ha viszont az 1. alatti bizonyitasban az ACD és C'AB haromszog helyébe egyarant az FHG
haromszoget tessziik, akkor kdzvetlen bizonyitast kapunk PTOLEMAIOS tételére.

2. A versenyen a biralo bizottsdg megelégedett az 1. eset targyalasaval.



