I. megoldas. Megmutatjuk, hogy az egyenlétlenség bal oldalaboél levonva a jobb oldalt, a keletkezd k kiilonbség
nem lehet negativ. Ha a helyébe b-t, b helyébe c-t, ¢ helyébe a-t, vagy a helyébe c-t, ¢ helyébe b-t, b helyébe a-t irunk,
a kiilonbségben csak a tagok sorrendje valtozik meg, ezért feltehetjiik, hogy a a szdmharmasban eléfordulé legkisebb
érték, azaz

r=b—a>0 é y=c—a>0.

Fejezziik ki k-t a, x és y segitségével:

k=a®+ b+ —a’b—bc—c*a=a+ (a+z)°+
+(a+y)?’ —a*(ataz)—(at+2)(aty) - (at+y)’a=
= 2a(2® —xy +y°) + (¥ — 2y +3°).

Itt egyik zardjeles kifejezés sem negativ, amint az a kdvetkezd atalakitasokbol nyilvanvalo:

ha x > y, akkor

ha pedig z < y, akkor

2 —ay+yP=a2+yly—zx) >0, és
23— 2y + P =23 +yy® -2 > 0.

Egyik esetben sem lehet tehat £ negativ.
A fenti atalakitdsokbol lathato, hogy 0 is egyediil akkor lesz k, tehat az eredeti egyenlStlenség két oldala csak akkor
egyenld, ha mind a két zarojeles kifejezés 0. Ez akkor all fenn, ha x = y és kozos értékiik 0, azaz ha a = b = c.

II. megoldas. Az el6z6 megoldas bevezetd meggondolésa szerint feltehetjiik, hogy a ¢ szdm sem a-nél, sem b-nél
nem kisebb. A bal és jobb oldal k kiilonbségét igy alakitjuk at:

a2

(a—b)+b*(b—c)+c(c—a) =

a*(a—b) —b*[(c—a)+ (a—b)] + F(c—a) =
(@) a—b) + ( — P)e—a)

= (

a+b)(a—0b)*+ (c+b)(c—0b)c—a).

Itt egyik tag sem negativ, mert sem az els6ben a kiilonbség négyzete, sem a masodikban a kiilonbségek nem negativok,
tehat k > 0.

k = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha mindkét tag 0, tehat ha egyrészt a — b = 0, vagyis a = b, amivel a masodik
tag 2. és 3. tényezGje egyenldveé valik, masrészt e két tényezs kozos értéke is 0, tehat akkor és csak akkor, haa =b = c.

Megjegyzések. 1. A feladat allitdasa konnyen kovetkezik Szics Adolf kovetkezd tételeboll: legyen 1 > 29 > ... >
Ty >0,y1 > y2 > ... >y, > 0, legyen tovabba z1, 2o, ..., 2, az Y1, Y2, - .., Yn Szdmok elrendezése tetszés szerinti
sorrendben, akkor

T1Y1 + X2Y2 + ...+ TnYn = X121 + X222 + ..+ TpZp 2>
> X1Yn + To2Yn—1+ ... F Tpo1y2 + TpY1-

Ebbdl feladatunk allitdsa igy kovetkezik: Legyen n = 3, tovabba tegyiik fel, tovabbra is, hogy a < b, a < c¢. Ha b < ¢,

legyen xy = ¢,z =b%, 23 =a®, y1 =¢, y2 = b, y3s = a, 21 = a, 22 = ¢, z3 = b. Ha pedig b > ¢, akkor legyen x; = b?,
to=c x3=ad’, y1=byp=c,ys=a, 21 = ¢, z» = a, z3 = b. A fenti elsé egyenl6tlenség mindkét esetben a feladat
allitasat adja.

2. Az egyenl6tlenség helyessége beladthaté a szamok nagysigviszonyéra tett minden megszoritas nélkil is, pl. a
kovetkezd azonossag alapjan:

a® + b3+ 3 —a?b— b%c — fa =

_ %[(a CB)22a+b) + (b—)2(2b+ o) + (c — a)*(2¢ + a)].
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