2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha két hatszég oldalainak felezdpontjai rendre megegyeznek, akkor a két hatszdg
teriilete egyenld.

I. megoldas. Legyen a Py Po P3Py Ps Ps = P hatszog Py Ps, PoPs, ..., Ps Py oldalanak felez6pontja rendre A, B, C|
D, E, F, és tegyiik fel, hogy rendre ugyanezen pontok felezik a Q1Q2Q3Q41Q5Qs = Q hatszog egymés utani Q1Q2,
Q2Qs, ..., Qs oldalat is. Azt kell bebizonyitanunk, hogy a P és @) hatszogek teriilete egyenls.

Egyelére feltessziik, hogy sem P, sem @ nem hurkolt idom és meggondolasainkat az 1. dbra esetéhez kapcsoljuk
hozza. A k6zos felezGpontokban a két hatszog egy-egy oldala metszi egymaést, pl. A-ban a Py P; és Q1Q2 oldalak. Ezért
az egyik hatszog keriiletén végighaladva mindegyik felez6pontban atlépjiik a masik hatszog keriiletét, vagy belépiink
abba, vagy kilépiink bel6le, — hacsaknem kivételesen P és ) egy-egy oldalegyenese egybeesik, és igy egy szakaszon
kozos hatarukon haladunk. Ennélfogva @) teriiletének is bizonyos részei P-n belill vannak, més részei P-n kiviil és
viszont. Pl. az AP} Q1 haromszog P-hoz hozzatartozik, Q-hoz pedig kiviilr6l csatlakozik, az AP>Qe haromszog viszont
@-n beliil, egyszersmind P-n kiviil van. E két haromszog egybevago, mert A-bol kiindulo oldalaik paronként egyenlék
és a koztiik leve szogek csticsszogek, ezért teriiletiik is egyenls. Igy kapjuk a kovetkezs 6 egyenlGséget (a haromszogek
teriiletét ugyantgy jelolve, ahogy magukat a haromszogeket szokas):

AP1Q1 = APQo,
BP3Q3 = BP2Q2,
(7) CP3Q3 = CPyQq,
DPyQ4 = DPsQs,
EPsQ¢ = EP5Qs,
FPiQ1 = FPsQs.

A balrél felsorolt haromszogek mind kiviilrél csatlakoznak @Q-hoz, a jobboldaliak pedig P-hez. Ezért Q-hoz hozzavéve
a bal oldali haromszogeket, az AQ2:BP3CQ4

PyDQsEPsQsF P, = S sokszoget kapjuk. Ugyanezt a sokszoget kapjuk P-bél a jobb oldalon felsorolt haromszogek
hozzévételével. Eszerint, a P, @), S idom teriiletét is P-vel, Q-val, ill. S-sel jelolve, a (7) egyenlGségek Osszeadasaval
adodo egyenlGség két oldalanak értékét pedig T-vel, a kdvetkezs egyenlGséget irhatjuk fel:

S=Q+T=P+T.

Innen @ = P. Ezzel az allitast — az abran felvett esetre — bebizonyitottuk.

Megjegyzés. Szamos versenyzs a P és () hatszogek kozos részéhez, a Q1 AP,
BQsCM1DPsEMyF sokszoghoz vette hozza a bal-, ill. jobboldalon allo6 haromszogeket. (M1 a P3Py és QuQs, Mo
pedig a PP és Q5Q¢ oldalak kozos pontja; ezek nem egymasnak megfelel§ oldalak; csak esetleges, hogy van kozos
pontjuk; abrankon tobb ilyen oldalpér nincs is.) Egy résziik nem vette észre, hogy igy nem P-t, ill. Q-t kapta, hanem
nagyobb idomot, mert egy-egy hozzavett hadromszog részei, az My P,1Q4 és Ms PsQs hdromszogek sem P-hez, sem Q)-hoz
nem tartoznak hozzéa. Masok ezek elvételével tették teljessé bizonyitasukat.



A (7) haromszogekkel , kétszer fedett” My PyQ4 haromszog azért keletkezett, mert a C', D egymas utani felez6pontok
a P4 egyenes ugyanazon oldalan vannak. Ha egy ilyen P;Q; egyenes dtmegy a P;_1P;, vagy a P;P;, oldal felez6-
pontjan, akkor a (7) felsorolas megfelel haromszoge egyenesszakassza fajul, egyszersmind kétszer fedett haromszog
sem keletkezik. El6fordulhat viszont, hogy mind a hat szakaszon létrejon kétszer fedett haromszog (2. abra).

2. dbra

II. megoldas. P és @ egy-egy kozos felez6ponttal biré oldalanak — pl. az egymast A-ban felez6 P Ps, Q1Q2
oldalparnak — végpontjai paralelogrammat alkotnak, ezért PiQ1 || Q2P || P3Qs || QaPs || PsQs || QsPs. Vegyiink
egy a P;Qi-re meréleges, sem P-t, sem (-t nem metsz6 e egyenest, és vetitsiik erre P és @) csucsait. A Py, Qq, a
Py, Q2, ..., a Ps, Q¢ pontparok vetiilete egybeesik, jeloljik ezeket rendre Ry, Ra, ..., Rg-tal (1. abra, ezek koziil
egyesek egybe is eshetnek). Ekkor P és @) teriiletét ugy kaphatjuk, hogy 4 — 4 trapéz teriiletének Osszegébdl kivonjuk
més 2 — 2 trapéz teriiletének Osszegét:

(8) P =PyP3R3Ry+ P3P,RyR3 + PPy R 1Ry + PLPsReR1 — PysPs Rs Ry — Ps Ps Re R,
Q = QuiQ3R3Ry + Q3Q2RoR3 + Q2Q1R1 Ry + Q1QesReR1 — QuQsRs Ry — QsQeReRs.

A két kifejezés ugyanazon sorszamu tagjai paronként egyenlGk, mert a megfelels trapézok magassaga és kozépvonala
kozds; pl. az elss tagokra Ry4R3 és CC’, ahol C’ a C-nek e-n levd vetiilete. Ezért P = Q.

Az abrankétol kiilonbozs esetekben a (8) elgallitasokban a hozzdadandé tagok szama legalabb 1, legfeljebb 5, és
ezt a szdmot a levonand6 tagok szdma 6-ra egésziti ki. Amennyiben szomszédos indext R pontok egybeesnek, a tagok
szama csokken.

Megjegyzések. 1. A most bemutatott modon szokas meghatarozni sokszogek teriiletét, ha cstucsaik koordinataikkal
vannak adva. Igy hatarozza meg a foldméré mérnok is sokszog alaku telkek teriiletét.
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Qs 3. dbra

2. Ez a bizonyitas mutatja, hogy az allitads a 3. dbra esetében is érvényes, ahol P és ) k6z0s része nem Gsszefiiggd:
két négyszogre és egy hatszogre esik szét. Ebben az esetben az I. megoldds megjegyzésében emlitett meggondolast
jelentGsen ki kellene egésziteniink.

3. A 4. 4dbra esetében @ hurkolt, Q2Q3 és Q4Q5 oldalszakaszainak kozds pontja S, a Q1Q2 és Q5Q¢ szakaszok kozos
pontja S’. Ilyen idom teriiletét eddig nem értelmeztiik. Az oldalszakaszok, ill. részeik a Q15'Qg = Hy és SQ3Q4 = Hs
haromszogeket és az S;Q25Q5 = N négyszoget hataroljak koriil.



4. dbra

Nézziik meg, mit ad ebben az esetben a II. megoldas gondolatmenete. N teriiletét (8) pozitiv tagjaiban nem vettiik
szamitasba, mert a négyszog az R3Q3Q2Ro, RaQ2Q1 Ry trapézokon kiviil van, a negativ tagokban viszont levontuk,
mert az R4Q4Q5R5, R5Q5Q¢R¢ trapézok tartalmazzak. Eszerint az allitds érvényes marad, ha @ teriiletén ezuttal a
Hy + Hy — N kifejezést értjiik. (Konnyen megjegyezhets ez a megallapodas, ha 6sszehasonlitjuk a Hy, Hs és N részek
koriiljarasanak iranyat, mikézben @ keriiletét @1, Q2, @3, Q4, @5, Q¢ sorrendben koriiljarjuk. Hy és Hs koriiljarasa az
o6ramutato jarasaval ellentétes irdnyt, akarcsak a P = P, P, P3Py Ps P koriiljarasé, N koriiljarasa pedig az ora jarasaval
megegyezS. Masképpen: Hy, Hsy és P koriilhatarolt része a mondott koriiljarasban a menetvonal bal oldalan van, N-é
pedig a jobb oldalon.)

II1. megoldas. Ismeretes, hogy barmely négyszog oldalfelezs pontjai egy paralelogramma csicsai, melynek oldalai
parhuzamosak a négyszog atloival és fele akkorak, mint az atlok (5. abra, Py PoP3 Py és ABCG). Megmutatjuk, hogy
a paralelogramma teriilete fele a Py P, P3Py négyszog teriiletének. Valoban, a P, Py atlo H felezGpontjat A-val, B-vel,
C-vel, ill. G-vel 6sszek6ts szakasz rendre parhuzamos és egyenld a Py Py, Py Ps, PoPs, ill. Py Py oldal felezésével elGallt
szakaszokkal. Ezért az ABH és CGH haromszogek attolhatok GC Py-be, ill. BAP,-be és a BCH és GAH haromszogek
180°-o0s forgatassal atforgathatok CBPs-ba, ill. AGP;-be. Igy pedig a négy részre darabolt ABCG paralelogramma
részeivel maradéktalanul lefedhetjiik a Py P> Ps Py négyszognek a paralelogramman kiviili részeit.
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(Allitasunk hurkolt négyszogre is igaz — 6. abra —, ha ennek teriiletét a fenti megjegyzés szerint értelmezziik, tovabba
a felhasznalt haromszogek teriiletét pozitiv, ill. negativ elGjellel tekintjiik aszerint, hogy felsorolt koriiljardsuk iranya
megegyezd, ill. ellentétes az ABCG paralelogramma koriiljarasanak iranyaval. Ha a hurkolt négyszoget az 51525354
paralelogrammabol képezziik az Ss és Sy csticsok felcserélésével, akkor az oldalfelezd pontok egy egyenesre esnek (7.
abra), ABCD = 0, megfelel6en annak, hogy S15:BA = S,S3DA, és igy kiilonbségiik 0. A tovabbiakban is minden
teriiletet igy értiink.)

8. dbra

Ezek szerint a fenti P hatszoget a P Py atloval a Py Po P3Py és Py Py Ps Ps négyszogekre bontva és ezen atlé felezs-
pontjat G-vel jelolve P teriilete kétszerese az ABCG és GDEF paralelogrammak teriilete Osszegének (8. abra).

Ha marmost @) hatszog oldalainak felez6 pontjai ugyancsak rendre az A, B, ..., I’ pontok, akkor @ teriilete is
kétszerese az ABCG + DEFG 0Osszegnek, és igy egyenlé P teriiletével, ugyanis a paralelogrammék negyedik (G)
csucséat az elsé harom csics egyértelmiien meghatarozza, ha sorrendjiik is adva van. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Megjegyzések. 1. Lathato, hogy a négyszogoldalak felezGpontjai koziil csak 3 fliggetlen egymastol (A, B, C) és
sorrendjiik meghatarozza G-t. Masrészt az is, hogy tetszés szerinti szamud olyan négyszog szerkeszthets, melyre az
oldalak felezGpontjai rendre azonosak A, B, C, G-vel. Ha ugyanis egy tetszés szerinti S; pont A-ra vett tiikdrképe
S, S2-é B-re S3 és S3-é C-re Sy, akkor Sy-nek G-re vett tiikorképe azonos S;-gyel. Hasonléan a hatszdgoldalak
felez6pontjai koziil csak 6t fliggetlen egyméstol. Pl. felvéve az A, B, C, D és E pontokat, megszerkeszthetjik a G
pontot, mint az ABCG paralelogramma negyedik csiicsat, majd az F' pontot, mint a GDEF paralelogramma negyedik
cstucsat. Ha viszont az adott 6 felezpont megfelel e feltételnek, akkor az el6bbihez hasonlé tiikrozéssorozattal akarhany
olyan hatszog szerkeszthets, melyre az egymas utani oldalak felez6pontja A, B, C, D, E, F.

2. Az eddigi felez6pontokat A, B, C, F, E, D sorrendben véve a létrejové hatszogek teriilete az elbbiekétsl
altaldban kiilonboz6, mert igy a DEFG paralelogramma helyére FEDG 1ép, és ezek teriiletei egymasnak negativjai.
Ezért nem felesleges a feladatnak az a kikotése, hogy a hatszogoldalak felez6pontjainak rendre kell megegyezniok.

3. Az allitas hatszog helyett barmely paros oldalszamu sokszog esetére érvényes, megjegyezve azt, hogy az utolséd
felez6pontot a tobbiek — és sorrendjiik — egyértelmtien meghatarozzak. Ez abbdl kovetkezik, hogy minden 2n oldala
sokszog (2n > 6) egy cstcsbal kiinduld atlokkal n — 1 négyszogre bonthato.

Néhany versenyzd akarhany oldala sokszogre érvényesnek vélte az allitast. Ez a sejtés a paratlan oldalszamu sok-
szogekre semmitmondé. Ugyanis egy haromszog oldalainak felezGpontjai egyértelmien meghatarozzak a haromszoget,
és ugyanez all a 2n — 1 oldala sokszégekreﬂ (2n — 1 > 5), mert ezekben egy cstcsbodl azokat az atlokat meghuzva,
amelyek a sokszoget egy négyszogre és egy 2n— 3, ill. 2n—5, .. .-szogre bontjak (pl. Py Py, PiPs, PiPs, ..., PiPsy,_2)
utoljara haromszoget kapunk. Ezt az oldalak felezGpontjai egyértelmiien meghatarozzak és ebbdl kiindulva a sokszog
tObbi cstcsai is egyértelmien meghatarozhatok.

1Lasd 502. gyakorlat, K. M. L. 18 (1959/2) 45. o. és 557. gyakorlat, K. M. L. 19 (1959/11) 136. o.



