I. megoldas. Jeloljiik egy ABCD konvex négyszog atloinak metszéspontjat M-mel (2. dbra). Alkalmazzuk a
haromszog-egyenlétlenséget az ABM, BCM, CDM, DAM haromszogekre

AB < AM + BM,  BC < BM + CM,
CD < CM+ DM, DA< DM + AM.

A négy egyenlGtlenséget Osszeadva
AB+ BC+CD+ DA < 2(AM + BM + CM + DM) = 2(AC + BD).

A bal oldal nem kisebb a legkisebb oldal 4-szeresénél, a jobb nem nagyobb a nagyobb atl6 négyszeresénél, s igy valoban
a legkisebb oldal kisebb a nagyobbik atlonal.
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II. megoldas. Vizsgéljuk pl. a négyszog AB oldalat és AC atlojat. Ha AB < AC, akkor a feladat allitasa érvényes:
a legkisebb oldal biztosan kisebb a nagyobbik atlonal.

Ha AB > AC, akkor megmutatjuk, hogy az AB-vel szemben levs oldal kisebb a masik atlonal: CD < BD. A
feltetelbdl ugyanis kovetkezik (az ABC haromszogre alkalmazva az oldalak és szogek kozti Osszefliggést), hogy

ACB<« > ABC«.
Masrészt konvex négyszog atloi két részre osztjak a négyszognek a végpontjaikban levs szogeit, igy
DCB« > ACB« > ABC«a > DBC«.

Ebbél ismét az oldalak és szogek kozti Osszefiiggés alapjan nyerjiik, hogy BD > CD, amint allitottuk. Ezzel a bizo-
nyitast befejeztiik.

Megjegyzések. 1. A feladat allitasdnal tobbet is bizonyitottunk: konvex négyszog barmelyik szemben fekvs oldal-
parjanak egyik tagja kisebb valamelyik atlonal (tehat a hosszabb &tlonal minden esetre kisebb), s igy legalabb két
oldal kisebb, mint az &tlok hosszabbika. Azt is latjuk, hogy ha csak két ilyen oldal van, ezek szomszédosak.

2. A megoldasbdl az is kovetkezik, hogy ha valamelyik oldal nem kisebb egyik atlonal sem, akkor a szemben fekvé
oldal mindkét atlonéal kisebb.

3. A rovidebb atléra a bizonyitas azt adja, hogy ahany oldal nem kisebb a rovidebb atléonal, legalabb annyi a
hosszabbik atlénal kisebb oldal van.

ITI. megoldas. Legyen a négyszog legnagyobb szoge az ADC' szodg (3. abra). Ez legalabb 90°, kiilonben ugyanis
a szogek Osszege nem lehetne 360°. Igy az ADC szog nagyobb az ADC haromszog masik két szogénél. Ezért az ADC
szoget bezard DA és DC oldalak — egyszersmind a négyszognek is oldalai — kisebbek a haromszég AC oldalanal, ami
a négyszognek atldja. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

\
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Megjegyzések. 1. A mondottakbol kovetkezik, hogy ha egy konvex négyszogben két szemben levs szog egyike sem
hegyesszog, akkor mind a négy oldal kisebb a hosszabb atlonal.

2. Megmutatjuk, hogy minden konvex négyszognek a legkisebb oldala f6lé négyzetet rajzolva még ennek az atloja
sem nagyobb a hosszabb atlonal.



Legyen tovabbra is ADC< > 90°, valasszuk a bettizést gy, hogy éalljon DC > DA, mérjiik ra a DA szakaszt D-t6l
a DC félegyenesre, és legyen a végpont E. Ekkor AE < AC, mert az ADFE haromszéghdl, amennyiben E kiilonbo6zik
C-t6l,
AEC<« = ADE<+ DAE< > ADE< > 90°,

tehat az AEC haromszogben E-nél tompaszog van, AC > AE. Ha ADE< = 90°, akkor AF az emlitett négyzet-atlo,
s igy allitasunk helyes. Ha ADE< > 90°, akkor allitsunk merdlegest D-ben AD-re és meérjiik fel erre a DF = DA
szakaszt, azon az oldalon, amelyen a négyszog fekszik. Igy DF = DE, tehat D rajta van az EF szakasz felezs
merdlegesén. A pedig e merdlegesnek F-et tartalmazd partjan van, mert a felezé merdlegesbdl D koriili, hegyessszogi
forgassal jutunk D F-be (ti. akkoraval mint D E-be), onnan tovabb 90°-os forgassal D A-ba, és a két forgas Gsszege kisebb
180°-néal. Ez esetben AF, a kérdéses négyzetatlo, kisebb AE-nél. Ha pedig F egybeesik C-vel, akkor AF < AE = AC.
Ezzel igazoltuk allitasunkat.

Pythagorasz tételébdl tudjuk, hogy az AD oldala négyzet atlojanak hossza ADv/2. Eszerint konvex négyszog két,
tompaszoget vagy derékszoget bezaré oldala koziil a kisebbik v/2-szorose kisebb valamelyik atlonal vagy egyenls vele.

IV. megoldas. Az atlok M metszéspontja mindegyik atlot két részre osztja (2. dbra). Valasszuk a betiizést ugy,
hogy DM a négy szakasz legnagyobbika legyen, vagy a legnagyobbak egyike. Ekkor

AB < AM + BM < DM + BM = BD,

tehé&t van olyan oldal, amelyik kisebb egy atlonal, s igy a legkisebb oldal bizonyosan kisebb a nagyobbik atlénal.
Megjegyzések. 1. A valasztott jelolések mellett fennall

BC <BM+CM <BM+ DM =BD

is, tehat konver négyszognek mindig van két szomszédos oldala, amelyek rovidebbek a kézds végpontjukbol indulo dtlondl.
2. Kiindulhatunk a legkisebb atlorészbdl is. Ha pl. AM nem nagyobb a BM, CM, DM szakaszok egyikénél sem,
akkor
AB < AM + BM < BM + DM = BD
és
AD < AM + DM < BM + DM = BD.
Igy azt kaptuk, hogy konvex négyszighen mindig van két szomszédos oldal, amelyek kisebbek a veliik haromsziget alkoto
datlondl.

A két oldalpar kozos végpontjai csak akkor lehetnek szemkozti csicsok, ha ugyanaz a szakasz szerepel a legro-
videbbek koézt és a leghosszabbak kozt is, vagyis ha M a két atlot csupa egyenld részekre osztja (téglalap esetén).
Ekkor barmelyik szomszédos oldalpéar rendelkezik mindkét tulajdonsidggal. Egyébként vagy mindkét allitds ugyanarrél
az oldalparrol szol, vagy ugyanarrdl az atlorol (és a szoban forgo két oldal koziil egy oldal kétszer nyer emlitést).

A két allitasbol igy az is kovetkezik, hogy egy konvex négyszognek vagy van két szomszédos oldala, amelyek mind-
egyike kisebb mindkét dtlondl, vagy hdrom oldala kisebb a hosszabb dtlondl.

1Lasd az 1961. évi Kiirschak Jozsef matematikai tanuloverseny 1. feladatat, K. M. L. 24 (1962) 98. o.



