Legyen az ABC' derékszogl haromszog CB, C A befogdja folé irt kor p, ill. ¢, és messe ezeket a C-n atmens s
egyenes masodszor P, @-ban. PQ mint atfogo f6lé a CB, C A-val parhuzamos befogokkal két derékszogi haromszoget
szerkeszthetiink, legyenek ezek csicsai U és V gy, hogy PU || CA és QU || CB,ill. PV || CB és QV || CA. A keresett
mértani helyet mindazok és csak azok a pontok alkotjik, amelyek akir U, akar V' gyanant fellépnek, mialatt s minden
lehetséges helyzetét felveszi, azaz C' koriil 180°-kal elfordul.

Tekintsiik az U csticsok mértani helyét. Néhanyukat megszerkesztve mindegyiket az AB atfogon kapjuk. Megmu-
tatjuk, hogy az U pontok mértani helye az AB szakasz. E szakasz meghosszabbitasaira nem eshet U pont, hiszen a
p-n fekvs P, és vele U sem juthat tavolabb C'A-t6l, mint B és C'A-nak csak azon az oldalan lehet, mint B, tovabba a
g-n fekvs Q-val egyiitt U nem juthat tavolabb C'B-t6l, mint A, a C'B-nek azon az oldalan van, mint A.

Legyen U vetiilete CA-ra, CB-re U’, U”. Megmutatjuk, hogy s helyzetétdl fiiggetleniil U'U : U'A = CB : CA;
ebbdl kovetkezik, hogy U'AU és CAB derékszogli haromszdgek hasonlok, és ebbsl U'AU<« = CAU<« = CAB«,
tehat AU egyenes egybeesik AB-vel. — Thalész tétele szerint BP és AQ merdlegesek s-re, és ezért a PCU"”, BCP,
CAQ, QAU’ derékszogt haromszdgek hasonlok, mert megfelels hegyes szdgeik vagy kozdsek, vagy parhuzamos, vagy
merdleges szartak, és igy egyenlSk. Masrészt a CU'UU” négyszog téglalap, ezért
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amit bizonyitani akartunk.

Ha s = CA, akkor P = C és Q = A, tehat PQ = CA, e helyzetben U = A = @Q, a PQU héaromszog nem létezik,
tehat az A pont csak tagabb értelemben tartozhat a mértani helyhez. Hasonléan s = C'B esetén sincs haromszog, mert
PQ = BC és U = C. Végiil akkor sem jon létre a PQUA, ha s dtmegy p és ¢ mésodik kdzos pontjan — ami nyilvan
C-nek AB-re valo C; vetiilete —, mert ekkor P = Q.

Forditva megmutatjuk, hogy ha U az AB szakasznak C1-t6l kiilonb6z6 tetszés szerinti bels§ pontja, akkor van
s-nek olyan helyzete, amely éppen ezen U-hoz vezet, éspedig 2 ilyen helyzet is van és ezek C A-ra (egyszersmind C B-re
is) tiikrosek. Legyen p, g-nak a 90°-os ACB szogtartomanyba — roviden: y-ba — es6 félkore p1, g1, és a masik félkore
p2, q2. Messe az U-n atmend, C A-val parhuzamos egyenes pi-et, CB-t, ps-t rendre P, U, P>-ben. A mértani helynek
az s egyenes O P és CP, helyzetéhez tartozé pontja rajta van PU”-n és a mar bizonyitottak szerint az AB egyenesen,
tehat éppen a kiindulésul vélasztott U pont.

Mivel P és P, a BC' tengelyre tiikros pontpar, azért P,C' a PC tiikkorképe a BC' tengelyre s ekkor egyben a BC-re
merdleges AC' tengelyre is.

U=Aesetén P= P, =C; Q = A, PQ = CA; ugyanigy U = B esetén PQ = BC, e helyzetekhez nem tartozik
PQU haromszog. Bizonyitasunknak a Ps-re vonatkozoé része azonban U = C-re is érvényes.

Ezek szerint az U pontok mértani helye valoban az AB atfogdszakasz, kétszer szamitva, de a végpontok nélkiil, és
C-et csak egyszer szamitva.

Egész hasonldan jarhatunk el a V' pontok mértani helyének meghatarozasara is. Jeloljiilk V-nek C' A, CB-re valo
vetiiletét V', V"-vel. Ekkor a fenti hasonlésdgok felhasznalasaval
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tehat a VCV' és ABC derékszogt haromszogek hasonlok, és igy VOV < = ABC< = C,CA<.

Ha mar most P a p; félkdroén van, és igy @ a qi-nek pontja, akkor V a ~-ban fekszik, V' a CA-n van, tehat a
nyert egyenlségbdl VO A< = C1C A<, vagyis VC azonos a C1C egyenessel, V a C1C-n fekszik. Ha P a po félkoron,
és ezért Q a go-n van, akkor V a v csticsszogtartomanyaban van, V' a CA-nak C-n tili meghosszabbitésan, tehét
egyenl6ségiink szerint VOV’ és C1C A csticsszogek, ezért V ekkor is a C1C egyenesen van. C1C meréleges AB-re.



Legyen p-nek C' A-val, ¢-nak C B-vel parhuzamos atméréje DE, ill. F'G, E a pi-en, G a gi-en. Ekkor P-nek és vele
V-nek CB-t6l legnagyobb tavolsaga mindkét oldalon DE/2 = BC/2. Ha P = E, akkor PCB< = 45° = PC A<, ezért
CP a gi-et QQ = G-ben metszi, amely g-nak C A-t6l ugyancsak legtavolabbi pontja; az ezekhez tartozo V-helyzet legyen
V1. Ha pedig P a D-ben van, akkor () az F-be jut, az ezekhez tartozd Vo a masik oldalon van a lehetd legtavolabbra
CB, ill. C'A-t0l. Ezekkel a fentiekhez hasonléan megmutathato, hogy a V' pontok mértani helye a V3 V5 szakasz, kétszer
szamitva, de kihagyva C-t, és csak egyszer szamitva a Cq, V1, V4 pontokat. Konnyd belatni, hogy V1Vo = AB és C
felezi V1 Va-t. Ha az ABC haromszog egyenls szard, akkor Cy = F = G, és ez a pont nem szerepelhet V' gyanant.

Mindezek szerint valamennyi vizsgalt derékszogd haromszog harmadik csticsanak mértani helye — mig s minden
lehetséges helyzetét felveszi — tagabb értelemben az AB atfogd és az a ra meréleges, vele egyenld hosszu V4 V5, sza-
kasz, melynek felez6pontja C', mindketts kétszer szamitva. Szigorian véve — ha ti. az egyenesszakassza, pontta fajuld
haromszogeket nem tekintjiik — A, B, C' nem tartoznak a mértani helyhez, V; és V5 csak egyszer szamitandok, a két
szakasz C metszéspontja altaldban Osszesen kétszer, kivéve a C'A = CB esetet, amikor C7 = Vi, és ezért csak egyszer
szamithato.

Megjegyzések. 1. A verseny rovid ideje alatt természetesen nem volt varhato, hogy a versenyzsk a fenti finomabb
diszkussziot is kidolgozzak. Mulasztas lenne viszont, ha itt erre nem tértiink volna ki.

2. Azt, hogy U az AB-n, V a V1 V5 -n van, ugyancsak szogek egyenlGsége alapjan, de hasonl6é haromszogek felhasz-
nélasa nélkiil is belathatjuk. Ezt csak U esetére és olyan helyzetre vazoljuk, amelyben P a p;-beli CC} iven van, és igy
Q@ a g1-beli AC, iv pontja. AQC,C és BCy, PC hurnégyszogek, ezért PC1Q< = PC1 A<+ AC1Q< = PCB<+ACQ<« =
ACB< = 90°. Masrészt szerkesztésnél fogva PUQ< = 90°, igy PUQC, hurnégyszog. Ennélfogva UC;1 Q< = UPQ«<,
és ez folytatolag egyenls ACQ<-gel — mert PU || CA —, végiill AC;Q<-gel. Eszerint C;1Q-val C1U és C1 A egyenld
szoget zar be, tehat U a C1 A egyenesen van. — Harnégyszogek felhasznalasaval igazolhato forditva az is, hogy AB és
V1 Ve barmely pontja hozzatartozik a mértani helyhez. Ezt és a tovabbi helyzetek vizsgélatat az olvaséra bizzuk.



