I. megoldas: Jeloljiik a haromszog befogoit a és b-vel, atfogdjat c-vel. Feltehetjiik, hogy a < b, ugyanis az egyenlé
szara derékszogl haromszognek nem lehet mind a harom oldala egész szam. Pythagorasz tétele szerint

(1) a® + % =2,
a feladat kovetelménye szerint pedig
(2) ab=3(a+b+c).

Meg kell hataroznunk az (1), (2) egyenletrendszer pozitiv egész megoldasait, azaz meg kell oldanunk ezen diophantoszi
egyenletrendszert. Ebben eljarhatunk agy, hogy kikiiszoboljiik c-t, igy egyetlen, az a és b-ben szimmetrikus diophantoszi
egyenletre jutunk — ugyanis (1) és (2) mindegyike a és b-ben szimmetrikus —, ezt megoldjuk, majd a megoldasok koziil
kivalasztjuk azokat, amelyekhez (1) vagy (2) szerint tartozo ¢ szintén egész szam.

(2)-bsl

(2a) c=——a-—b,

ezt (1)-be helyettesitve, a tortek eltavolitasaval

9(a® + b*) = a*b* + 9a* + 9b* — 6a*b — 6ab® + 18ab,
majd rendezés utan ab-vel végigosztva (ugyanis a, b # 0) az egyenletet igy alakithatjuk:
(3) (a—6)(b—6)=18.

a és b-vel egylitt a bal oldal tényez6i egészek. A jobb oldali szdm hatféleképpen bonthatd fel két egész szam
szorzatara:
1-18, 2-9, 3-6, tovabba (—1)-(-18), (=2)-(-9), (=3)-(—6).

Mivel azonban a és b pozitivok, tehat a — 6 és b — 6 mindegyike nagyobb —6-nal, és ezt a kovetelményt 18 negativ
egész tényezd parjai koziil egyik sem teljesiti egyidejiileg mindkét tényezére, azért csak a pozitiv tényezékre bontasok
felelnek meg. Ezek szerint (3)-nak harom megoldasa van:

a—6= 1, 2, 3,
ésb—6=18, 9, 6-bol:

a= 1, 8, 9,

ésb=24, 15, 12.

Mivel 18-cal egyiitt az a — 6 és b — 6 tényezSknek legalabb az egyike oszthatd 3-mal, azért ugyanez all a 6-tal
nagyobb a és b-re és kovetkezésképpen szorzatukra is, ennélfogva a (2a)-bol kiszamithaté ¢ mindhérom esetben egész
Szam:

c =25, 17, 15.
Ezek szerint a kovetelményeknek harom haromszog felel meg.

Megjegyzés. Néhany versenyzd indokolatlanul feltételezte, hogy a keresett haromszog oldalainak aranya 3 : 4 : 5.
Miutén a megoldasok kozott ilyen is van, igy véletleniil ebbdl az alaptalan feltevésbdl is ra lehetett jutni egy megoldasra,
de nem mindre.

II. megoldas: Ismeretes, hogy minden haromszog teriilete ¢ = p - s alakban irhat6, ahol ¢ a haromszdg beirt
korének sugara, és s a haromszog félkeriilete. Igy a keresett haromszogre nézve 20s = 3 - 2s, és innen, mivel s nem
lehet 0, o = 3, egész szam.

A beirt kor érintési pontjai az oldalakat agy osztjak két-két részre, hogy a csicsokban Gsszefuto részek paronként
egyenlSk. A derékszog csiucsaban Osszefutd két rész hossza g, mert e részek és a végpontjaikhoz tartozo sugarak altal
alkotott négyszoghen harom derékszog van, és két szomszédos oldal egyenld, tehat az idom négyzet. Eszerint, az atfogo
két szakaszat x, y-nal jelolve az oldalak rendre: ¢ = o+ =3 +z, b=9p+y =34y, c =2+ y tehdt x = a — 3,
y = b — 3 egész szamok.




Pythagorasz tételével
B+2)"+B+y)*=(x+y)*,

ezt az egyenletet a kovetkezd alakra hozhatjuk:
(4) (x —3)(y —3) =18.

Eszerint ismét 18 egész tényez$ parokra bontésai vezetnek megoldashoz. A beirt kor kozéppontja, a befogokon levs
érintési pontok és az atfogd végpontjai altal meghatérozott derékszogi haromszogekbdl lathatd, hogy az z, y befogdk
nagyobbak g-nal, mert veliik szemben nagyobb szog fekszik. Ugyanis e haromszogek o-val szemben fekvd szogei fele
akkordk, mint az eredeti haromszog hegyes szogei, tehat kisebbek 45°-nal. Eszerint =, y > o = 3, igy x — 3, y — 3
pozitivok és a < b-re tekintettel z — 3 < y — 3. Igy 18-nak ismét csak a pozitiv tényezdkre valé felbontasai jonnek
szoba:

r—3=1, 2, 3

ésy—3=18, 9, 6-bol,
a=z+3=(x-3)+6 =7 8 9
b=y+3=(y—3)+6 — 24, 15, 12,
c=ax+y=(r-3)+(y—3)+6=25 17, 15,

ismét az . megoldasban nyert haromszogekre jutottunk.

Megjegyzés. A kitiizott feladat specialis esete a kovetkezs feladatnak: Egy derékszogd hdromszig oldalainak mérték-
szamai egész szamok. A hdromszdg terilete mértékszimdnak kétszerese eqyenld a kerilet mértékszdmdanak o-szorosdval,
ahol o adott pozitiv egész szam. Mekkordk a hdromszdg oldalai ¢ (Esetiinkben o = 3 volt.) A kiévetelmény szerint a
2t : 2s ardny értéke p, az ezzel egyenlS ¢ : s ardny viszont — mint lattuk — a beirt kor sugarat adja meg, ennélfogva a
o szam minden megoldasban a beirt kor sugaranak mértékszama. Ebbdl a II. megoldas gondolatmenetével (4) helyett
az

(5) (z—0)y—0) =20 x, y>o0

diophantoszi egyenletre jutunk. Ebb6l annyi megoldast nyeriink, ahanyféleképpen 20%-et két pozitiv egész tényezs
szorzatara lehet bontani, ugyanis o, x — g, y — o-val egyiitt =, y, a = x+ 0, b = y+ p és ¢ = x +y szintén egész szamok.

Erdekes, hogy o minden értéke mellett van olyan megoldas, melyben az oldalak aranya 3 : 4 : 5. Erre vezet ugyanis
20%-nek o - 2p alaku felbontésa: * — o = o, y — 0 = 20-bél = 20, y = 30 és a = 3p, b = 4p, ¢ = 5o.

III. megoldas: Ismeretes, hogy az (1) pythagoraszi egyenletet kielégits a, b, ¢ egész szamharmasokat pythagoraszi
szamharmasoknak szokas nevezni. Az ilyeneknek minden Aa, Ab, Ac tobbszorése — ha A pozitiv egész szam — ugyan-
csak pythagoraszi szdmharmas. Ha a és b relativ primek, akkor c és a, tovabb4a c és b szintén relativ primek, ilyen
esetben a, b, c-t alapharmasnak nevezziik. Ismeretes az is, hogy minden alapharmas kifejezhet6 két u, v paraméterrel
a kovetkezGképpen:

u? — v? u2+v2
b C: 2 b

(6) a=u-uv, b=

ahol u és v pozitiv egész, paratlan relativ prim szamok. [ Ezekkel minden pythagoraszi szamharmas igy irhato:

u? — 2 u? + 2

(7) a/:)\'U"U, b=X- 2 ) c=\- 2 )

ugyanis minden pythagorészi szdmharmas valamely alapharmas tbbszorose.

Feladatunk most mar a (7) koziil kivalasztani a (2)-nek eleget tevs szamharmasokat. (Az a < b kovetelményt a
tovabbiakban természetesen nem tarthatjuk fenn, mert a és b kifejezése lényegesen kiilonboz6.) E kifejezéseket (2)-be
beirva b+ ¢ = Au? alapjan a

Nuv(u —v)(u 4 v) = 6 u(v + u)

egyenletre jutunk. Ezt A-val, u-val és u + v-vel oszthatjuk, mert egyikiik se 0:

Mv(u —v) = 6.

!Hasonl6, még ismertebb kifejezések a kivetkezok:

a=u? -0, b=2uv, c=u%+?

ahol u, v relativ prim pozitiv egész szamok, u > v, egyikiik paros, masikuk péaratlan. Ezt lasd pl: Rademacher—Toeplitz: Szamokrol és
alakzatokrol, Kozépiskolai Szakkori Fiizetek, Tankdnyvkiado, 1954. 84. o.



A bal oldal tényez6i koziil v paratlan, u — v paros, és A tetszéleges pozitiv egész. Masrészt 6 =2-3 =1-2- 3, igy
a tényezdSk megfeleltetésére a kovetkezd lehetGségek vannak:

v = 17 37
——N—
u—v= 2, 6, 2,
ekkor
A= 3, 1, 1,
és
U= 3, 7, 5,
ennélfogva (7) szerint
a= 9, 7, 15,
b= 12, 24, 8,
c= 15, 25, 17,

Ismét az el6z6k sordn nyert haromszogekhez jutottunk. Latjuk tovabbéa a A = 1 értékbdl, hogy a mésodik és a harmadik

megoldas alapharmas. Valoban, a 7, 24, 25 és a 15, 8, 17 szadmok paronként relativ primek, az els6 harmas viszont
A = 3-szorosa a 3, 4, 5 alaphdrmasnak.



