I. megoldas: Probalgatassal konnyen kapjuk a kovetkezd felbontésokat:

3P —13=26 =12 4+32+42 =02 +12 +57,
4% — 2% =56 =22 +4% +62,
52 —33=98 =324+524+82=124+424+92=02+72 472,
63 — 43 = 152 = 4% + 6% + 10% = 22 4 2% 4+ 122
22 —03=8 =0%+2%2+22
P — (-1 =2 =(-1)>+1%+ 0%
(=2)° = (= 4)° =56 = (—4)* + (=2)* + (=6)".
Eszrevessziik, hogy mindegyik kiilonbség elsének irt felbontasaban az elsé két négyzetszam alapja az a két szam,

amelyek kobeinek kiilonbségét éppen vizsgaljuk, a harmadik négyzetszam alapja pedig az el6bbi kettének az Osszege.
Ezek alapjan azt sejtjiik, hogy a vizsgilandd szamokat n és n + 2-vel jelolve barmely n mellett fennall
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(1) (n+2)% —n=n?+(n+2)% +(2n+2)>%

Sejtésiink bizonyitasara a két oldali hatvanyokat kifejtve mindkét oldalon 6n% 4+ 12n + 8-at kapunk, tehat (1) helyes.
Ha n és vele n+ 2 egész szam, akkor 0sszegiik is az, tehat a jobb oldal mindharom tagja négyzetszam. Evvel az allitast
igazoltuk.

Megjegyzések: 1. Kevesebb konkrét probalgatast végziink a kovetkez6 meggondolasban, és nem lesz sziikség bizo-
nyitasra. Nyilvanvald, hogy a kobok

(2) (n+2)*—n=6n>+12n+38

kiilonbségében n-et valtoztatva a négyzetszamok alapjai is valtoznak, fiiggnek n-t6l. Tegyiik fel, hogy van olyan fel-
bontas, melyben az alapok n-nek els6foku fiiggvényei, vagyis ilyen alakuak:

(3) an + b, cn +d, en+ f,
ahol a, b, ¢, d, e, f egész szamok. Ezek négyzetdsszege dtrendezéssel
(4) (a® + 2+ e*)n® + 2(ab + cd + ef)n + (b + d* + f?).

Ha taldlunk olyan a,b, ..., f egész szamokat, amelyekkel (4) egymés utani egyiitthatoi egyenlék a (2) jobb oldalan allo
egyiitthatokkal:

(5) a4 c* +e* =6,
(6) 2(ab+cd +ef) =12,
(7) b2+ d*+ f2 =38,
evvel igazoltuk az allitast, és a talalt a,b, ..., f szamokkal képezett (3) kifejezések minden n-re adnak egy alapszam-
harmast a kivant négyzetosszegfelbontashoz.
(5) és (7) szerint az a,b, ..., f egyltthatok négyzetei szamara csak a 6-on, 8-on aluli négyzetszamok jonnek széba:

0, 1 és 4. Ezek koziil vett harom tagbol a 6-os, 8-as 6sszeg 1 + 1 + 4, ill. 0 4+ 4 + 4 alakban kiad6dik. Ennek alapjan
vehetjiik egyrészt, hogy a = ¢ = 1, e = 2, mésrészt hogy, b, d, f értékei valamely sorrendben a 0, 2, 2 szamok, és e
sorrendet cserélgetve megvizsgalhatjuk, hogy teljesiil-e (6). Mindjart a b = 0, d = f = 2 értékrendszerrel valo proba
eredményes, ezekkel a (3) kifejezések az (1) jobb oldalan allo alapokat adjak.

2. Az (1) jobb oldalan all6 alapszamok barmelyike helyett (—1)-szeresét véve — vagyis pl. ¢ és d elGjelének egyideji
cseréjével — csupan latszolag kapnank tjabb felbontast, hiszen igy maguk a négyzetszamok ugyanazok maradnak.
(Ilyenkor (5) és (7)-ben a négyzetek, és (6)-ban a szorzatok értéke valtozatlan.) Felvetddik azonban a kérdés: talalhato-
e a (3) egylitthatoi szamara adodott szamok sorrendjének, valamint pl. ¢ és d egyikének elGjelét megvaltoztatva — vagy
masképpen — az (1)-t6l lényegesen kiilonb6z6 felbontas?

Nyilvan sem (5)-ben, sem (7)-ben nem lehetséges mas megfelels elGallitas. Tovabba, hogy az eddigi b = 0, d = 2
értékeket felcserélve sem kapunk 4j felbontéast, f = 0, b = 2-vel pedig a (6) bal oldalan all6 ab + cd + ef kifejezés
értéke kisebbnek adodik. Mindig az eddigi 6-nal kisebbnek adodik ez a kifejezés, vagy valtozatlan marad, ha barmelyik
tagjanak egyik tényezéjét ellentett jellel probaljuk venni. Igy tehat nem kapunk uj felbontast.

Nem johet szoba a (3)-beliek helyére elsénél magasabb foku kifejezés sem — pl. egy vagy t6bb masodfoka —, mert
ilyenek négyzetében a legmagasabb foku tag pozitiv, és igy Osszegiik nem lehet 0, amint (2) jobb oldala kivanna.



3. Legutobbi meggondolasunkat nem teszi feleslegessé az az észrevétel, hogy 4% — 23 = 56-ra csak a 22 + 4% 4 62
felbontast adtuk, és konnyt belatni, hogy mas ilyen felbontas nincs. Gondolni kell ugyanis arra, hogy e felbontas 2, 4,
6 alapszamait mas (3) alaku kifejezések is kiadhatnék n = 2-vel.

II. megoldas: Ismert azonossag szerint
2> =y’ = (z - y)(@® + zy + 7).
Innen az = — y = 2 értéket figyelembe véve, alkalmas csoportositassal azonnal adédik, hogy
23—y =227 + 22y + 2% =
= +1° + (v +y)%,

amit bizonyitanunk kellett.

Megjegyzés: Pozitiv n esetére a bebizonyitott azonossidgnak geometriai jelentést adhatunk, ha (1)-et a kovetkezs
alakban irjuk:

(8) (n+2)%=n*+n>+ (n+2)*+4(n+1)>%

Tekintsiink minden tagot egy-egy test térfogata mértékszamanak. Igy a kobok n + 2, ill. n egységnyi éld kockak, a
négyzetek pedig hat olyan egységnyi magassagu, négyzetes oszlop térfogatat jelentik, amelyeknek alapéle rendre n,
n + 2, ill. négy esetben n + 1 egység.
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Igy (8) azt fejezi ki, hogy a nagyobb kocka térfogata egyenls a tovabbi 7 test térfogatanak Osszegével. Ennél
tobbet lathatunk be kénnyen: a 7 testbd6l, mindegyiket tomornek tekintve, hézagtalanul Gssze is lehet allitani egy a
nagyobbal egybevago kockat. Fektessiik le evégett az ,,n-térfogati” oszlopot, allitsuk ra az ,n>-kockat agy, hogy a
44 oldallapjuk sikjai egybeessenek, igy n egységnyi alapéli, n + 1 magassagt O, oszlopot kapunk. Allitsuk O; korée
egy oldallapjukon allva, négyzetlapjukkal O; egy-egy oldallapjahoz zérva a négy (n + 1)2 térfogata oszlopot gy, hogy
egy-egy oldallapjuk a belsé oszlop egy-egy oldallapjanak sikjaba essék, igy n + 1 egységnyi magas és n + 2 alapéld O,
oszlopot kapunk. Végiil fektessiik ra Os-re az (n + 2)2 térfogatu oszlopot gy, hogy oldallapjaik sikjai egybeessenek.



