I. megoldas: Gondoljuk a feladatot megoldottnak, legyen a keresett haromszég ABC, ebben BC' = a, BAC< = «
és — O-val a beirt k kor kozéppontjat jelolve AO = d az adott szakasz.

Legyenek tovabb4 k-nak az oldalakon levé érintési pontjai A’, B', C' és sugara 0. Az OBC haromszdgben

180° — § —
COB< = 180° — OBC< — OCB< = 180° — g - g = 90° + # = 90° + g

Eszerint O csak azon az i1, i2 korivparon lehet, amelynek (B és C-t6l kiilonb6z6) pontjaibol az adott BC' szakasz

a megszerkeszthets 90° + % szogben lathato. Masrészt megszerkeszthetjiilk OB’ o-t, mert az AOB’ derékszog

haromszog alakjat a d atfogd és az «/2 hegyessz6g meghatarozza, — és evvel még egy mértani helyet kapunk O-ra,
ugyanis O csak a BC-t6l p tavolsdgban fekvs e, eo parhuzamos egyeneseken lehet.

Ezek alapjan a szerkesztés a kovetkezs. Felvessziik a BC' = a szakaszt és kijeloljiik, hogy a haromszoget a BC
egyenessel létrejott Fy és Fy félsikok koziil Fi-en kivanjuk kapni. Fj-en fekszik O is, elég lesz tehat az i1-et és ej-et
megszerkeszteniink. C'B-re a C' cstcsban mindkét félsikon felmasoljuk az «/2 szoget, a szarak g1, g2, megszerkesztjiik
BC-nek f felezé merélegesét, majd g és f-nek O’ metszéspontja koriil O'B = O'C sugarral megrajzoljuk i1-et. e;-et
pedig gy kapjuk, hogy gi-re C-bdl felmérjiik d-t, és ennek D végpontjan 4t BC-vel parhuzamost hazunk. i1 és e;
kozds pontja O, ennek vetiilete BC-re A’ és OA’ = g, ezek alapjan megrajzoljuk a k kort. Most mar az A cstcsot a
B és C-b6l k-hoz hizott mésodik érintdk metszéspontja adja. (Ezek céljara C’, B'-t a B koriil BA', ill. C kériil C A’
sugérral irt korrel metszhetjiik ki.)

Szerkesztésiink helyes, mert a BCO' egyenld szara haromszog O'-nél levs szoge kétszerese «/2 potszogének, azaz
180°—a, ez egyben a O’ kizéppont koriil O’ B sugarral irt kor F-beli 4, ivéhez tartozo kozépponti szog. Igy a kor Fa-beli
ivehez 180° +  nagysagt kdzépponti szdg tartozik, tehat a BOC keriileti szog ennek fele: 90° 4+ a/2. Most mér a ¢’ BC
és B'CB szogek osszege kétszerese az OBC és OC B szogek Osszegének, a BOC' szog kiegészits szogének, 90° — a/2-
nek, azaz 180° — a-val egyenld, tehat a szerkesztett érint6k A-nal valoban « szoget zarnak be (az a szdgiik ekkora,
amelynek terében a BC szakasz van). AO felezi az A-bol k-hoz hizott érint6k szogét, ezért OAB' < = o/2 = DCB<,
tovabba D-nek BC-n levs vetiiletét D’-vel jeldlve az AOB’ és CDD' derékszdgi haromszogekben OB’ = OA’ = DD/,
igy e két haromszog egybevago, tehat AO = CD = d.

A szerkesztés lépései O el6készitéséig egyértelmien végrehajthatok (« nyilvan 0° és 180° kouti sz0g, igy fele hegyes-
sz0g). i1 és e; kouzOs pontjainak szama szerint O-ra 2, 1, 0 pontot kapunk, és ezekbdl ugyanennyi haromszoget, mert
a tovabbi lépések ismét egyértelmtiek. Ha 2 megoldas adédik, ezek egybevagok, mert egymasnak f-re nézve tiikros
pérjai, igy a feladatnak lényegében legfeljebb 1 megoldasa van.

II. megoldas: Az adott « szog az a oldal 1atoszoge az A csiucsbol, ennek alapjan ismert médon megszerkeszthetjiik
a keresett haromszog k* koriilirt korét.

A BAC szbg AO felezGje k*™-ot méasodszor az A-t nem tartalmazé BC ivnek G felezGpontjaban metszi, mert a
keriileti szogek tétele szerint GBC< = GAC< = GAB< = GCB< = «/2, tehat a BCG haromszogben GB = GC, és
e hirokhoz egyenl6 ivek tartoznak. Masrészt CO felezi az AC B szoget, ezért az OCG haromszogben OCG<t = (y+a)/2.
Ekkora a COG szdg is, mint az ACO haromszog kiilsé szoge, tehat a COG haromszog egyenl szara: OG = CG. Igy
A-nak G-t6l valo tavolsaga AG = AO + OG = d + CG.

Ezek alapjan a szerkesztés a kovetkezs. k*-ban a BC-re merSleges atmérének az a végpontja G, ahonnan BC
latoszoge 180° — a. (Ez is mutatja, hogy G azonos az I. megoldasban hasznalt O’-vel.) A GC szakasznak C-n tuli



meghosszabbitasara ramérjiik d-t. A G koril d + CG sugérral leirt kor £*-bol kimetszi A-t. Aszerint, hogy a d + CG
szakasz kisebb, ill. nagyobb k* atmérgjénél, ill. éppen egyenls vele, 2, 0, ill. 1 megoldast kapunk. — Szerkesztésiink
helyessége bizonyitasaul csak azt kell megmutatnunk, hogy a kapott A pontot G-vel 6sszekots szakasznak A-t6l d
tavolsagra, azaz G-t6l CG tavolsagra fekvé O™ pontja azonos az ABC héaromszogbe irt kor kézéppontjaval. Valoéban,
a CGO™ haromszog egyenld szara, és benne CGO*< = CBA< = 3, igy O*CG< = 90° — 3/2, ennélfogva O*CB< =
O"CGa—BCGq =0"CG<a—a/2=90° — (a+ B)/2 = v/2, vagyis O*C felezi a C-nél fekvs szdget. Masrészt O* az
A-nal fekve szog felezGjén is rajta van, tehat O* = O.

III. megoldas: Az el6bbi AOB’ haromszoggel egybevagd haromszdget szerkesztve megkapjuk AB'-t, az A-bol
k-hoz huzhat6 érintGszakaszt. Errdl ismeretes, hogy egyenls s — a-val, ahol s a haromszog keriiletének fele. Ebbdl (a
szokésos jelolésekkel) b+ ¢ = 2s — a = 2(s — a) + a alapjan elgallithatjuk az A csticsbol kiinduléd oldalak Gsszegeét,
ezzel pedig a feladatot visszavezettiik a haromszognek az a, b + ¢, a adatharmasbol valo ismert szerkesztésére: az A*
csicst a2 szog egyik szarara felmérjiik b + c-t, ennek B végpontjabol a sugara korivvel a masik szérbol kimetssziik
C-t, majd A*C felezd merdlegesével az els§ szarbol A-t.

A korivnek a szog szaraval 2, 1, 0 kozos pontja, egyszersmind ennyi megoldas van. Két metszéspont esetén mindkettd
A*-nak ugyanazon oldalara esik (kiilénben a > b + ¢ volna), ezért A; és Ay az A* B szakaszra esnek. Az igy adodo
A1 BCq és A3Co B haromszogek egybevagok. Ugyanis az A*Cy Ay és A*Cs Ay egyenl szara haromszogek kiilss szogeként
C1A1B<q = C2A2B<q = o, masrészt A*C1A1<t = A*CyAs<t = af2. C1 BA; < = € jeloléssel BC1A1<t = 180° —a — &,
igy C2C1B< = 180° — (180° — o — ¢) — a/2 = ¢ + /2. Amde a BC,C; haromszig egyenld széaru, ezért C)Cy B =
£+ a/2, tehat AyCyB< = ¢. Igy a kérdéses haromszogek egy oldalban és két megfelels szoghen megegyeznek, valoban
egybevagok.

IV. megoldas: «a és d ismeretében megszerkeszthetd O, k és « szarainak az érintési pontig terjedd szakasza: s —a.

Ezzel egyuttal (s — a) + a = s is ismert, a csicstol ekkora tavolsagban érinti « szarait az a oldalt kiviilrsl érints kq
hozzairt kor, igy ez is megszerkeszthet6.

Most mar k és k; kdzos bels6 érintbinek az o szog szarai kozé esé szakasza az a oldal.



