A kérdéses felez6pontokat rendre P, ), R-rel jelolve azt bizonyitjuk, hogy a PQ R haromszognek QP és QR oldalai
egyenl6k és egymasbol 60°-os elforgatassal allnak els. Evégett a BC oldal D felez6pontjat segitségiil véve megmutatjuk,
hogy a QD P héaromszog 60°-os forgatéassal all el6 a QCR haromszoghol.

A QD szakasz a CB’B szabalyos haromszdgnek kozépvonala, igy a CQD haromszog is szabalyos, tehéat a Q pont
D-bol az eredeti forgatassal all els, és QD = QC; tovabba QD ugyanazon iranyt 60°-os forgatéssal keletkezik QC-b6l,
mint amelyikkel CQ a CD-b6l, vagyis amelyik forgatassal A’B’C’-t az ABC-b6l képeztiik. Hasonléan a DP szakasz
a CBA' haromszognek kozépvonala, igy fele a C A’ oldalnak, egyszersmind CA-nak is — mert a CA’A haromszog
szabélyos —, tehéat egyenls CR-rel; tovabba DP-nek és C'A’-nek iranya ugyancsak az eredeti forgatassal 4ll els CA,
azaz C'R irdnyabol.

Ezek szerint a QDP szog szarai a QCR szog szaraibdl ugyanakkora és ugyanazon irdnyu forgatassal allnak eld,
tehét e két szog egyenls. Egyenlék a QDP és QCR haromszogeknek e szogek megfelel§ szarain fekvé oldalai is, igy
a két haromszog egybevago, és egymashoz képest valoban 60°-kal vannak elfordulva. Ennélfogva harmadik megfeleld
oldalparjukra QP = QR, és RQP< = 60°, amit bizonyitani akartunk.

Megjegyzések. 1. Az abra tobb mas modon is kiegészithets oly egybevago haromszogekkel, amelyek segitségével a
PQR héaromszog két oldaldanak egyenlGsége bizonyithato. A versenyzdk altalaban a fenti bizonyitasénél bonyolultabb
utakat kovettek; alig volt két versenyz6, aki egyformén bizonyitott volna. Egyesek nem vették észre, hogy konnyi
meghatarozni a PQ R haromszog két oldalanak szogét, ehelyett kiilon bizonyitottak be tovabbi két oldal egyenlGségét.

2. Az el6bbi gondolatmenettel bizonyithato tételiinknek kovetkezs altalanositasa. Ha az ABC haromszognek a C'
csticsa koriili 60°-os elforgatasa utan az A'B, CB’ és AC’ szakaszokat tetszbleges, de ugyanazon arany szerint osztjuk
(pl: mindegyiket harmadoljuk), az osztopontok szabalyos haromszoget alkotnak.

3. Néhény versenyzd észrevette bizonyitando tételiink kapesolatdt a kovetkezs tétellelf] ;A2 OAB és OA'B’ ellen-
tétes koriljdrdsy szabdlyos hdromszégek O csicsa kézds. Bizonyitsuk be, hogy ... az AA', OB és OB’ ... szakaszok
felezdpontjai szabdlyos hdromszog csucsai.” — A versenyfeladatban az ABC haromszog 60°-os elforgatasa soran kelet-
kez6 CAA" és CB’'B haromszogek C csiicsa kozos, és koriiljarasuk ellentétes. Abrank bettizését tgy atirva, hogy a
kozos cstics jele C, ill. C” helyett O legyen, a tobbi cstcsé pedig A, B, A’ és B helyett rendre B, A’, A és B’, tiistént
latjuk, hogy az idézett allitas éppen a PQR haromszog szabalyossagat mondja ki.

4. A feladatot felfoghatjuk tgy is, hogy az AA'C és C'BB’ egyezs koriiljarasa szabalyos haromszdgek megfelels
csucsait Osszekdts szakaszok felez6pontjairol mutattuk meg, hogy tjabb szabalyos haromszoget alkotnak. Ebben a for-
méaban a feladat lényegesen altaldnosithato, amennyiben sem a kozos csiicsnak, sem a haromszogek szabélyos voltanak
nincs benne lényeges szerepe.

Legyen ABC' és A1B1Cy két hasonlo, eqyezd koriljdrdsu hdromszog, ekkor az AAy, BBy, CC1 szakaszok As, Bo,
Cs felezdpontjai is az ABC hdromszdghdz hasonlo és eqyezd kériljdrdsu hdromszoget alkotnak.

Ez a tétel is kdnnyen bizonyithat6 komplex szamok segitségévelE de a versenyfeladat fenti bizonyitdsahoz hasonl6an
is bizonyithato.

Nevezziik az éllitasban szereplé haromszogeket a csticsok indexezésének megfeleléen H, Hy és Ho haromszognek.
Osszekotve C-t az Ay és By cstcesal is, a keletkezd szakaszok felezGpontja legyen A* és B*. Mivel A*B*Cy — amit a
tovabbiakban H*-gal fogunk jelolni — Hy-nek C-bdl felére kicsinyitett képe, igy elég Hs és H*-r6l megmutatni, hogy
hasonlék és egyezé koriiljarasiak.

! Lasd Reiman Istvan: Geometriai feladatok megoldasa a komplex szamsikon, 48. feladat, 63. és 71. 0. Tankdnyvkiado 1957, Kozépiskolai
Szakkori Fiizetek.
2Lasd ugyanott, 77. o. 9. Példa.



AgA* és A*Co mint az AA,C, ill. A;CCy haromszog kozépvonala parhuzamos és egyiranya az AC, ill. A1C4
szakasszal és fele akkora. Hasonloéan By B* és B*Co mint a BB, C, ill. B;CC} haromszog kozépvonala a BC, ill. B1C4
szakasszal parhuzamos, egyezs iranyu és fele akkora. Igy az A; A*Co haromszogben az A*-nal levs szog és By B*Cy-
ben a B*-nal lev$ szog egyarant annak a szognek a kiegészits szogével egyenls, amellyel Hi-el van forgatva H-hoz
képest, az ezeket a szogeket kozrefogo oldalak aranya pedig (mindkétszer a fonti sorrendben véve) H és Hy megfelels
tavolsagainak aranyaval egyezik meg. Ebbd&l kovetkezik, hogy az As A*Cy és By B*Cs haromszogek hasonloak és egyezd
koriiljarasuak. Ekkor azonban AsCs az A*Cs-bdl és ByCy a B*Ca-b6l egyezd irdnyu és nagysagu elforgatassal és
ugyanolyan aranyi nyujtassal keletkezik, s igy ugyanezzel az elforgatassal és nyuajtassal keletkezik Hy is H*-bol. Ezzel
allitasunkat igazoltuk.

A bizonyitas kdnnyen lathatéan abban az esetben is érvényben marad, ha egyes szereplé haromszogek egyenessza-
kassz4 fajulnak. Ez bekovetkezik akkor is, ha H és H; szerepét a versenyfeladat AA'C és C' BB’ haromszogének adjuk
at. Ekkor A* a C = (' ponttal esik egybe, B*-nak pedig a feladatmegoldas D pontja felel meg.



