I. megoldas: Készitsiink vazlatot. Legyen az adott kor kézéppontja K, sugara r, a keresett érinté kor kozéppontja
O. Ha e koOr a P pontban érinti az adott kor ott atmend atmérdjét, akkor egyben érint minden olyan kort is, amelyet
az atmérd P-ben érint. Az atmérst ezért egy — ezek koziil alkalmasan valasztott — korrel helyettesithetjiik.

2. dbra

Célszert lesz ezt a kort tgy valasztani, hogy az dbra szimmetrikussa valjék. Ez bekovetkezik, ha azt a kort rajzoljuk
meg, amelynek sugara az adott kor sugaraval egyenld, és amelyet a keresett kor beliilrsl érint a P pontban (2. dbra).
Ezutan az atmérdt el is hagyhatjuk. Ezzel az abra teljesen szimmetrikussa valik. A keresett kor O kdzéppontja rajta van
az abra szimmetria tengelyén, melyet a két egyenld kor kozos hirjaként szerkeszthetiink meg, és a P-n 4t megrajzolt
segédkor P-hez vezet$ sugaran, amely nem mas, mint a P-ben az atmérére emelt meréleges.

A szerkesztés tehat a kovetkezdképpen végezhets: P-ben merGlegest emeliink az atmérdre, erre ramérjiik az adott
kor PK' = r sugarat, és a K’ végpontbol e sugarral kort rajzolunk. Ennek az adott korrel valé metszéspontjait
Osszekots egyenes metszi ki a P-ben emelt merdlegesbdl a keresett O pontot.

Valéban az O koriil P-n at htzott kor érinti a P-n atmend atmérdt, és beliilrél érinti a segédkort. Igy az abra
szimmetridja miatt érinti az adott kort is P-ben (2. abra).

A segédkort az atmérsé mindkét oldalan szerkeszthetjiik, igy a feladatnak két megoldasa van, ha a P pont és az
atmérs adva van. A feladat kovetelményei szerint P-n 4t atmérdt kell huzni, és azzal elvégezni a szerkesztést. Ezt az
atmeérst P egyértelmiden meghatarozza, kivéve ha P a kor kozéppontja, amikor az atmérs tetszés szerinti irAnyban
hazhato. Utobbi esetben tehat a feladat hatarozatlan, minden mas esetben két megoldasa van. (A versenyzok egy része
minden esetben hatarozottnak vélte a feladatot, ez azonban a kézéppont megadasa esetében csak akkor dllna fenn, ha
az atmérs elére adott volna.)

II. megoldas: A feladat megoldasara kinalkozik a korzsugoritas modszere. Mikézben az adott kort a K pontta
zsugoritjuk, az érinté kor el6bb pontta zsugorodik, majd kiviilrsl érinté korbe megy at, és novekszik. A P pont az
atmérdre merdlegesen mozdul el, a K ponttd zsugoritott kor sugaraval Pi-be (ill. Po-be). A d atmérs egy, a Py (ill.
P,) ponton atmend, és az eredeti d-vel parhuzamos d; (ill. d2) egyenesbe megy at (3. dbra).
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3. dbra

Ezzel visszavezettiik a feladatot adott K ponton atmend, és adott dy egyenest adott P; pontjaban érinté kor szer-
kesztésére, ami mar ismert feladat. A keresett kor O kozéppontjat agy kaphatjuk, mint a keresett kor két adott pontjat
(K és Pp) 0sszekotd egyenes felez6 merdlegesének és az adott d; érintére a P; érintési pontban emelt merdlegesnek
metszéspontjat. Ez a pont egyben az eredeti feladatban keresett kor kézéppontja is.



Megjegyzések: 1.) Ez a megoldas szoros kapcsolatban van az elézével. Ez vilagos lesz, ha észrevessziik, hogy a K Py
szakasz felez6 merclegesének szerkesztéséhez tetszleges (egyenld) sugart korivekiil valaszthatjuk éppen az r sugara
koriveket. Ez esetben a 3. dbra lényegében atmegy a 2. abraba.

2.) A II. megoldas minden valtoztatas nélkiil alkalmazhaté akkor is, ha a P pont a koron kivil van. (Ekkor a
zsugoritasnal a keresett kor kezdettsl fogva novekszik.) Az I. megoldas is alkalmazhatd ebben az esetben is, csak
nem bizonyos, hogy a két egyenls sugaru kor ekkor is metszi egymast. Ha nem, akkor a szimmetria tengelyt pl. gy
kaphatjuk, mint a két kor centréalisanak felezé merélegesét. Ez ismét a két megoldas rokonségat mutatja.

Az alabbi megoldasok is egyarant érvényesek a koron belil és kiviil levé P pontokra. Az abrakat azonban mindig
a feladat feltételeinek megfelelGen készitjiik.

III. megoldas: Készitsiink vazlatot. Legyen az adott kor kézéppontja K, a keresett érinté koré O, a két kor
érintkezési pontja ). Huzzuk meg a @Q-n at a kozos érintét és hosszabbitsuk meg az OP szakaszt. A két egyenes
metszéspontja legyen R (4. dbra).
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4. dbra

A KOP és az ROQ haromszog derékszogi, és O-nal fekvs szogeik egyenlSk, mert cstcsszogek (illetSleg a koron
kiviilli P pontra egybeesnek). Igy a két haromszog hasonlé. Az OP és OQ oldalaik, mint az érint6 kor sugarai, egyenldk,
s igy a két haromszog egybevagé is. Ennek folytan — az adott kor sugarat r-rel jeldlve

RP=RO+0P=KO+0Q=KQ=r.

(Kiils6 P pont esetén OP és OQ itt negativ eljellel szerepel.)

Ennek alapjan a kovetkezd szerkesztéshez jutunk: P-ben az dtmérére merdlegest allitunk, és erre ramérjiik az
adott kor sugarat. Megszerkesztjilk ennek R végpontjabol huzhato, és az atmérével nem parhuzamos, érinté () érintési
pontjat. Azt allitjuk, hogy PR és K@) metszéspontja a keresett kor O kozéppontja.

Ennek igazolésara jeloljik még meg az RQ és K P egyenesek S metszéspontjat. A KQS és RPS haromszogek
derékszogtiek, S-nél levs szogeik kozosek (illetSleg csticsszogek) és a szerkesztés szerint

RP=KQ =,

tehat a két haromszog egybevago. Ennek folytan a K RS haromszog egyenls szara (KS = RS) és igy a szarakhoz
tartoz6 magassagok metszéspontja O egyenls tavol van a két szartol. Az O koriil P-n at hazott kor tehat Q-ban érinti
az RS egyenest, és igy az adott kort is.

Aszerint, hogy R-t az atmérd melyik oldalan szerkesztjiik meg, ismét két megoldas adodik altalaban.

IV. megoldas: A kisebbik kort a kozos @) érintési pontbol, mint nydjtasi kbzéppontbol nagyitva, a kor egy-egy
pontja, pl. P egy Q-n atmend egyenesen mozdul el. Egy-egy egyenes, pl. az O P korsugar, pedig 6nmagaval parhuzamos
helyzetbe megy at. Ilyen atalakitassal az érintG kor atvihets az adott korbe. Ek6zben OP az dtmérére meréleges K R
sugarba megy at (5. d4bra). Ennek alapjan R megszerkeszthetd.



5. dbra

A szerkesztés menete: Az adott kor K kozéppontjaban az atmérére allitott merdleges egyik metszéspontja az adott
korrel legyen R, és RP-nek a korrel valdo metszéspontja (. Azt allitjuk, hogy K@-nak és a P-ben az atmérére emelt
merGlegesnek O metszéspontja a keresett kor kdzéppontja. Valéban az OPQ és K RQ haromszogek megfelels oldalai
parhuzamosak, és igy megfelels szogeik egyenldk. Az utobbi haromszoggel egyiitt tehat az elébbi is egyenld szaru:

OP = 0Q.

Az O koriil P-n at hazott kor tehat dtmegy @Q-n is, és mivel ez a pont a két kor KO centrélisan van, igy a két kor
ebben a pontban érintkezik.
Itt is két megoldast kapunk altaldban az atmérs két oldalan.



