I. megoldas: Figyeijiik meg, hogy paros szamot 6-tal szorozva az utolsé szamjegy valtozatlan marad, két egész
szam szorzatanak utolsd jegyét pedig a tényezSk utolsé szamjegyei szorzatanak az utolsé jegye adja. Igy mivel 2%
utolso jegye 6, tehat 2°,2°, altalaban tetszés szerinti pozitiv egész k-ra 25! ugyanarra a jegyre végzédik mint az elsé
hatvany, vagyis 2-re, hasonloéan 272 utolso jegye 4, 24k +3 6 8, végiil 246 6.

Igy 2™ 4 1 akkor és csakis akkor végzédik 5-re, ha az n kitevs 4k + 2 alaku, 2" — 1 akkor és csakis akkor, ha 4k
alaki a kitevs 2n aszerint 4k + 2 alaku, vagy 4k alakt, amint n paratlan, vagy paros. Igy 22" 4 1 az els6 esetben 5-re,
a masodikban 7-re végzodik. Azt kaptuk tehat, hogy ha a természetes szam, akkor a

2m—1, 2"+4+1, és 2741

szamok kozil az egyik és csakis az egyik oszthato mindig 5-tel.

II. megoldas. 2" — 1 és 2" + 1 szomszédos paratlan szamok, tehat utolso jegyeik 1 és 3 vagy 3 és 5, vagy 5 és 7,
vagy 7 és 9 vagy 9 és 1 lehet. A méasodik és harmadik esetben a feladat allitasénak helyessége nyilvanvalo. Az 6todik
nem fordulhat eld, mert ekkor

(2" —1)+ (2" +1)=2.2" =2"H!

10-zel, tehat 5-tel is oszthato volna, ami lehetetlen. A fennmarado elsé és negyedik esetben az utolso jegyek szorzata
egyforman 3-ra végzédik, tehat (2™ — 1)(2" 4 1) = 22" — 1 utolso jegye 3, s igy (22" + 1)-é 5, tehat ez oszthato 5-tel.

III. megoldas: Elég megmutatni, hogy a feladatban szereplé harom szam szorzata oszthatoé 5-tel, mert 5 primszam,
és primszamoknak megvan az a tulajdonsaguk, hagy egész szamok egy szorzatédnak csak gy lehetnek az osztéi, ha
oszt6i valamelyik tényezijnekE

A négy szam szorzata:

r—DER"+DER+ ) =2 -1+ 1)=2""—1=(2)" -1

mindig oszthat6 2* — 1 = 15-tel, tehat 5-tel is.

Az eredmény mutatja, hogy a hdrom szam valamelyike mindig oszthat6 3-mal is.

Jegyzet. Ez a megoldas vilagosan mutatja a feladat kapcsolatat az I. fordul6 3. feladatéval kapcsolatban emlitett
Fermat-féle tétellel.

IV. megoldas: Mivel
2" 41 =2 —44+5=(2"-2)(2" +2) +5,

igy ez a szam akkor és csak akkor oszthatd 5-tel, ha jobboldalon szerepls szorzat oszthatd 5-tel.
De
2m—2,2"—-1,2", 2" +1,2" +2

Ot egymastitani egész szam. Tehat koziiliik egy és csakis egy oszthato 5-tel. A k6zépss szam nem oszthato 5-tel, tehat
a masik négy kozt kell 5-tel oszthatonak lennie. Ebb6l mér kovetkezik a feladat allitdsdnak helyessége.

2A primszawoknak ez a nevezetes tulajdonsdga semmiképpen sem tekinthet6 magatol értet6ddnek. Bizonyitasira lasd pl. az el6zd
labjegyzetben idézett miiben a 22. old.



