I. megoldas: Nem megy az altalanossag rovasara, ha egyszer és mindenkorra feltételezziik, hogy a > b. Pythagoras
tétele szerint

(1) a4+ b =2,

feltételiink szerint (mivel a stlyvonal g)
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2 2ab = —
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(1) és (2)-t Osszeadva, ill. kivonva nyerjik
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A szerkesztés ezek alapjan tobbféleképpen is torténhetik.
V6 + V2

a) (3) és (4) 6sszeadasabol nyerjiik, hogy a = , amely szakasz koénnyen szerkeszthets (¢v/6 mértani
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kozéparanyos 2c és 3¢ kozott, V2 pedig ¢ és 2¢ kozott). a és ¢ birtokdban a keresett haromszog szerkesztése trivialis.
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B) (3) alapjan a-+ b, mint mértani kézéparanyos c és 50 kozott megszerkeszthets. Az a+b és ¢ szakaszok birtokdban

a haromszog szerkesztése a tankonyvbol ismeretes (1. dbra).
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v) (4) szerint a — b olyan négyzet atloja, melynek oldala g a — b és c birtokdban a derékszogl hdromszog ismert

modon (2. dbra) megszerkeszthetd.
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Mindhéarom esetben kénnyen kimutathato, hogy az igy megszerkesztett haromszog tényleg eleget tesz kdvetelmé-
nyilinknek. Pl. az utébbi esetben Pythagoras-tétele alapjan
2 2
2 =a? b —2ab=2-S =
(a—bP =+ -2 =25 =,
amibdl ) ) )
2ab:a2—|—b2—%262—%:%,
és igy tényleg
b= —.
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Oldalak helyett szogeket is kiszamithatunk, mint azt az alabbi II-V. megoldasok mutatjak.

II. megoldas: Képzeljiik a feladatot megoldottnak. A bettizést a 3. dbra mutatja.

3. dbra

Jeloljiik az AB atfogo felezd pontjat F-fel, tehat FFA = F'B = g Az F-ben az atfogora emelt merGleges messe a

BC' = a befogot D-ben. Legyen AD = DB = x.
A sz6gek egyenlGsége miatt
ABCA ~ DBFA,

és igy
c
r:==c:a,
2
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De a feltétel szerint
c? = 4ab,
és igy
x=2b
. . . . b b 1 o
Az ACD derékszogti haromszogben sin CDA< =sin2f = — = L amibgl
x

28 =30°, vagyis (= 15°
mely szog konnyen szerkeszthets.

II1. megoldas: A jeloléseket megtartva
a = csinq, b= ccosa.

A feltétel szerint )

2 c
sinacosa = —
47

ab=c

2
vagyis, —-tel szorozva
) C2

1
2si -
sinacosa = ,
azaz
in 2c L
sin2a = -
2 )
ahonnan (0 < 2a < 180)
200 = 30° ill. 150°,

a > b miatt
a = 75°.

IV. megoldas: Az elébbi jeloléseket megtartva jeloljiikk az AFC<t-et -vel (4. abra).
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4. dbra
Az AFCA teriilete a fele az ABCA teriiletének. Tehat
. ab
_____ ing — —
2 1’
2ab
vagyis ¢ sin ¢ = 2ab, amibél sin ¢ = ciQ'

c? c?
De a feltétel szerint ab = i vagyis 2ab = )

koron egyszertibb mar nem lehet.
V. megoldas: A legegyszertibb megoldashoz (ha nem is a legegyszeriibb szerkesztéshez) jutunk, ha feltételiinket

»helyesen« olvassuk.

Feltételiink szerint
b c? c
ab=—=c--.
4 4

1
, és igy sinp = 3 vagyis ¢ = 30°. A C pont megszerkesztése a koriilirt

c c
ab a haromszog kétszeres teriilete, tehat c - 1 is az, vagyis 1 a haromszognek az atfogdhoz tartozé magassaga. A
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szerkesztést az 5. dbra mutatja.
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5. dbra

Az utébbi megoldasnal kozvetleniil nyilvanvald, hogy a megszerkesztett haromszog teljesiti a feladatban kir6tt
2
feltételt: ab = ¢- > = <. A ILIV. megoldasnal (ahol tulajdonképpen kiszamitottuk, hogy a = 75° és § = 15°) a

kovetkezSképpen igazolhatjuk szerkesztésiink helyességét:

a = ccos 15°, b= csin15°,

és igy
ab = ?sin 15° cos 15° = 2 sin30° _ ¢

2 4
De anélkiil, hogy a haromszog oldalait vagy szogeit kiszadmitanank, is megoldhatjuk feladatunkat, amint azt az
alabbi VI-VII. megoldasok mutatjak.

VI. megoldas: Képzeljiik a feladatot megoldottnak. A bettizést a 6. Abra mutatja.

6. dbra



Szerkessziik meg azt a kort, amely a C'F egyenest F-ben érinti és a B csticsponton is atmegy. Legyen ennek a kornek
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kozéppontja O és messe ez a kor a BC' befogot masodszor D-ben. Mivel CF? = CB-CD, vagyis (g) =a-CD, azért

a feladat szerint C'D = b. Ha kimutatjuk, hogy O rajta van az AB f6lé, mint dtmérg f6lé rajzolt koron és BO = g,

tovabba, hogy a D pont rajta van az AO egyenesen, akkor lényegében a II. megoldasban nyert szerkesztéshez jutottunk,
de mas indokolassal.
Mivel BFC' egyenlGszari haromszoghsl

FCD'< = FBD< = 3,
masrészt CFD< = [, mint az FD iv folbtti har-érint6szog, azért CDF' egyenl6 szari haromszog és
FD=CD=b.

Az FB ivhez tartozo hir-érinté sz0g, mint a BFCA kiils6 szo6g 20, tehat ez az iv kétszerese az FD ivnek. Az E
felez6pontjat berajzolva, a hirokra FE = EB =b és FE | DB.

Az ABCA-et téglalappa egészitve ki F'E ennek a kozépvonalan fekszik. Igy C'E = EB = b, méasrészt BC' = AC =
b, tehat a BEC' szabalyos haromszoghdl C' BE< = 60°, s igy

EBD< =28 =30°,
Ugyanekkorak az FB iven nyugvo keriileti szogek, és igy a kozépponti szog
BOF<=60° é& BO=FO=BF =3
a kor sugara. A BOD egyenlGszara haromszog alapjan nyugvo szog
DBO< =60° — 5 =60° — 15° = 45° = BDO<«.

Ebbdl kovetkezik, hogy ez a haromszog derékszogi, tovabba A, D és O egy egyenesbe esnek és O (a C-vel egyiitt)
az AB folotti féelkoron van. c
Eszerint a szerkesztés menete: az AB = ¢ atmérd {6lotti félkort a BO = 3 tavolsadggal elmetszve, majd az AO

egyenest az OD = g tavolsaggal elmetszve, a BD egyenes metszi ki az AB folotti félkorbdl a keresett haromszog C

csucsat.
A szerkesztés igazolasa: Mivel az ABOA szogei 30°, 60° és 90°, azért az O koriili g sugart kornek az AB-vel valo

F metszéspontjara FOBA szabélyos, mert F'BO< = 60°, tehat F felez6pont, CF = g, mint a derékszogi haromszog

sulyvonala, tovabba BFO< = 60°. BOD egyenl6szara derékszogii haromszog, tehat ADC< = DAC< = 45°, CD =
CA = b; méasrészt az AFC egyenlGszart haromszoghen CAF< = 45° + 30° = 75°, s igy az AFC< = 30°. Ebbdl
kovetkezik, hogy

CFO< = 180° — 30° — 60° = 90°.

Igy CF érinti az O kézéppontu kort, s igy
CF?=CD -CB = ba,

tehat az ABC/\ megfelel a kivanalmaknak.

VII. megoldas: Az adott AB = c¢ atfogo folé rajzolt ' kozépponti Thales-kdrben az AB atmérdre meréleges
sugar végpontjat jeloljik O-val (7. dbra).




O koril OF = g sugdarral rajzolt kor metszi ki a Thales-korbol a keresett C' pontot. (Ez tulajdonképpen az V.

megoldasban nyert szerkesztés, ismét mas megindokoléssal.)

Forgassuk el a BC = a befogot O koriil 90°-kal az 6ra jarasaval megegyezd iranyban, akkor a B elforgatésa a B’
az A pontba keriil, C elforgatasa pedig C’, és B'C' = AC' L BC. Mivel AC is meréleges BC-re, azért a C’ pont az
AC befogd meghosszabbitasan fekszik.

A szerkesztés szerint az AF = 5 82 O koriil rajzolt kornek az A pontbol hazott érintSje, és igy

c

AC" - AC = ab = (5)2.



