A leiras kiilonboz6 abrakhoz vezethet (1., 2. és 3. dbra), aszerint, hogy hol vessziik fel az F pontot. Az 1. 4brén a
BD a 2.-on DA negyedkoron vettiik az F pontot. A két abréan, csak a trapéz helyzete tiikros egyméshoz képest az AB
atmeérdre vonatkozoan. Ez a teriiletekre nincs befolyassal. Ha ellenben F atjut az AC ivre (3. dbra), akkor az ABFG
négyszog hurkolt négyszog két parhuzamos oldallal: » hurkolt trapéz«.
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Az allitas erre az esetre is igaz, ha a hurkolt trapéz teriiletét megfelelGen értelmezziik, de hogy egyaltalan mit értsiink
egy Onmagat metsz6 négyszog teriiletén, az eleve nem vilagos és ezért hibaztathato is a feladat megfogalmazésa.

Az ABGF trapéz teriiletét venni, vagy akar a két haromszog teriiletének Gsszegét, ez a feladat szempontjabol nem
megfelel, hiszen a keletkezett kettds haromszoghdl az AB oldalhoz csatlakozé hasonlé a CEH haromszoghoz, de mar
egymagaban is nagyobb nala, mert AB > EH. Hogy a teriilet milyen értelmezése mellett érvényes az allitas ebben
az esetben is, az bizonyitas kozben fog adédni. Ha F a CB ivre keriil, akkor lényegesen 1j esetet nem kapunk, csak a
»hurkolt trapéz« keriil ismét az AB atmérs masik partjara. Térjlink ezutan a feladat megoldasara.

I. megoldas: Alakitsuk elGszor a trapézt téglalappa tgy, hogy az F-bsl AB-re bocsatott F'K merGlegessel elvagott
BF K héaromszoget a GA oldalhoz illesztjiik (4. dbra).
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4. dbra

Az igy keletkezett AM FK téglalapot az AF atloval két egyenld részre osztjuk, és megmutatjuk, hogy a keletkezett
AFKA egybevago a CEH haromszog felét kitevs CEL haromszoggel, ahol L az EH har kézéppontja (mely nyilvan
CD-re esik). Valoban forgassuk el utobbit a kor kézéppontja koriil az ora jarasaval ellenkezs irdanyban 90°-kal. Ekkor
C atmegy A-ba és mivel D az elforgatas utdn B-be keriil, igy L az AB atmérére fog keriilni. Azt kell csak belatnunk,
hogy az F pont F-be megy ét, ez pedig teljesiil, mert a BC' és E'F ivet parhuzamos hirok metszik ki a kérbdl, tehat
az E'F iv is negyedkor.

A bizonyitas lényegtelen valtoztatassal alkalmazhaté arra az esetre is, ha F a BD negyedkorén van (a kovetkezd
megoldasbol lathato lesz, hogy hogyan), nem vildgos azonban, hogy hogyan vihet6 at a hurkolt esetre. Ez sokkal
konnyebben lesz lathatd a kovetkezd megoldasboél, amely szoros rokonsédgban van az elsével.

II. megoldas: Az elgbbi jeloléseket hasznalva (4. dbra) nyilvanvalo, hogy AK a trapéz kézépvonalaval egyenld,
tehat a trapéz ill. haromszog ¢ ill. ¢5 teriilete

_ CL-EH

tv=AK -FK, ty=——5—=CL-EL.

Megmutatjuk, hogy
FK=FL ¢ AK=CL,

ill. utobbi helyett, hogy BK = DL. Mindkét egyenl6ség kovetkezik abbol, hogy

BFKN X DFELA.



Forgassuk el az utobbi haromszoget 90°-kal az ora jarasaval ellenkezd iranyban a kor kézéppontja koriil. Ekkor
D &atmegy B-be, E'L pedig a B-hez huzott sugirra mer6leges helyzetbe keriil, E pedig atmegy F-be, amint azt az I.
megoldéasban lattuk. Ezzel allitasunkat igazoltuk.

Megjegyzés: A bizonyitas »hurkolt trapéz« (5. abra) esetén is azt adja, hogy
FEL=FK, DL=BK, amibsl CL= AK,

tehét
AB—-FG FK-AB FK-FG

FL-CL=FK- -AK =FK.
2 2 2

%
5. dbra

Baloldalt ismét a CEHA teriilete all, a jobboldal viszont felfoghato az AFB és AFG haromszogek teriiletei
kiilonbségének. Ebbél a kiilonbségbdl kiesik a két haromszog kozos részének a teriilete és marad a »hurkolt trapéz«
nagyobb és kisebb haromszoge teriiletének kilonbsége. A hurkolt esetben tehat e teriiletkiilonbség egyezik meg a CEH
héaromszog teriiletével.

Szamitas nélkiil is bebizonyithatjuk ezt az eredményt. Ugyanis a kozonséges trapézra fentebb mar bebizonyitott
tétel alapjan az 5. abrdban a DEHA teriilete egyenlé az ABGF' kézdnséges trapéz teriiletével, tovabba ugyancsak az
elébbiek alapjan ABFA =2 CDEN =2 CDHA = BGAA.

Tehat (teriiletekrol beszélve)

CEH = CEDH — DEH = CEDH — ABGF =
= CEDH — (ABF + ABG — ABN + FGN) =
= CDE +CDH — ABF — ABG + ABN — FGN = ABN — FGN.

Konnyti a feladatot ugy fogalmazni, hogy a kettSsség ne is lépjen fel. (L. 4. és 5. abrat). Ha a BF' és AG egyenesek
metszéspontjat mindenkor N-el jeloljiik, akkor a CEH héaromszog teriilete — minden esetben — az ABN és GFN
haromszogek teriiletének kiilonbségével egyenls.

A TII. osztalyosok mas szempontbol is érthetének fogjak tartani a nyert eredményt. A koordinédta-geometriaban
ugyanis kideriilt, bizonyos szempontboél elényds lehet a teriiletet elGjeles mennyiségnek tekinteni, oly médon, hogy
minden idomhoz megadjuk, hogy hogyan jarjuk koril a keriiletét (sokszogeknél ez példaul a csucsok sorrendjével mar
meg van adva) és akkor azon idomok teriiletét, melyek koriiljarasban a jobbkeziink felé esnek, ellenkezd elGjelinek
nevezziik, mint amelyek koriiljaraskor balrol fekszenek. (Barmelyik lehet pozitiv, de a mésik minden esetben negativ
lesz.) Ilyen értelmezés mellett hurkolt négyszog teriiletéiil mindig azon két haromszog teriiletének kiilonbsége adodik,
melyekbdl] a hurkolt négyszog all.

II1. megoldas: Mivel mindkét szoéban forgo idom tiikros a C'D atmérdre, mint tengelyre, igy elég azt megmutatni,
hogy a haromszog fele és a trapéz fele egyenld teriiletd, tehat ha az F'G és EH hurok felez6pontjai J és L (6. dbra),
akkor azt kell megmutatnunk, hogy a CEL haromszog és a BFJO trapéz egyenl§ teriilett.

7. dbra



Huzzuk meg az EC har OM felez merdlegesét és forgassuk a C MO haromszoget az M pont koriil az EM szakasz
mellé. Az igy keletkezett ELOP derékszogi trapézban

EPO« =0BF«

mint merélegesszaru szogek, mert PO mer6leges a C E-vel parhuzamos BFE hirra is. EP és OB, a trapézok hosszabb
parhuzamos oldalai sugarnyi hossztisagiak és ugyancsak sugarnyi hosszisagt az EO ill. OF atlo is. Igy a BFJO
trapéz egybevago, tehat egyenld teriiletd is, a POLFE trapézzal, tehat egyenld teriiletd a CEL haromszoggel is.

A hurkolt esetben is igaz, hogy az C FO haromszog atalakithatd a PEO haromszogge (7. abra) és utobbi egybevago
a BOF héromszoggel. Viszont el6bbibdl most el kell hagyni az FLO haromszoget, hogy a CEL haromszoget kapjuk.
Ennek megfeleléen BFO-bol OJ F-fel egyenld teriiletet kell elvenniink. A k6zos rész elhagyasa utan a hurkolt négyszog
O B-hez csatlakozd nagyobb haromszoge marad meg. Ebb6l kell még az F'J-hez csatlakoz6 kisebb haromszoget elvenni,
hogy CEL-lel egyenl§ teriiletet kapjunk.



