(a) Az allitashoz nyilvan elég az, hogy ha n > 4, akkor n? nem irhaté fel n? — 13 pozitiv négyzetszam Gsszegeként.

Tegyiik fel, hogy mégis felirhato:
TL2 :a%+a§+"'+ai2,137

ahol ay,--- ,a,2_13 > 1. Rendezziink at a kovetkezSképpen:
n?-13
(1) > (a7 —1)=13.
i=1

Ha megmutatjuk, hogy a 13 nem irhato6 fel 22 — 1 alaka (z > 1) szamok Osszegeként, készen vagyunk. Mivel z > 4
esetén 22 — 1 > 13, az a;-k értéke csak 1, 2 és 3 lehet, vagyis (1) bal oldalan minden tag 0, 3 vagy 8.

Ha nem szerepel 8-as, akkor az 6sszeg oszthato 3-mal; ha egy 8-as szerepel, akkor az 6sszeg 3-mal osztva 2 maradékot
ad; ha pedig legalabb két 8-as szerepel, akkor az Gsszeg legalabb 16. Mivel a 13 3-mal osztva 1 maradékot ad és 16-nal
kisebb, az 6sszeg semmiképpen nem lehet 13.

Igaz azonban az — és ezt a (b) részben fel fogjuk hasznélni —, hogy a 13-nal nagyobb egész szdmok mind felirhatok
2?2 — 1 alakt szamok Osszegeként, s6t akar 3-asokbol és 8-asokbol allo Osszegként is.

(b) Nyilvan olyan n-et kell keresniink, amelyre igaz, hogy n? felirhaté tobbek kozott két pozitiv négyzetszam
Osszegeként, vagyis n egy pitagoraszi szamhéarmas legnagyobb eleme. A legkisebb ilyen szamok:

5, 10, 13, 15, 17.

Konnyen ellenérizhetd, hogy ezek koziil az 5 és a 10 négyzete nem irhaté fel harom négyzetszam Osszegeként, ezért
n =5 és n = 10 nem jo. Be fogjuk azonban bizonyitani, hogy n = 13 megfelels. Ehhez, mivel az (a) éllitast mar
bebizonyitottuk, elég azt megmutatni, hogy S(13) > 13% — 14 = 155, azaz a 13% = 169 felirhat6 1,2,3,...,154 vagy
éppen 155 pozitiv négyzetszam Osszegeként.

Legyen k < 155 és probaljuk meg felirni 169-et k darab pozitiv négyzetszam Gsszegeként:

aj 4+ a3+ - +ai = 169,

ahol ai,...,a > 1. Rendezziik at ezt (1)-hez hasonloan:
k
(2) > (af —1) =169 — k.

i=1

Most tehat a 169 — k szamot kell felirnunk & darab 22 — 1 alakt szam Gsszegeként. Azok az z° — 1 alaku szamok,
amelyek 169-nél kisebbek, a kovetkezok:

0, 3, 8, 15, 24, 35, 48, 63, 80, 99, 120, 143, 168.
Legyen a; a legnagyobb olyan pozitiv egész szam, amelyre
ai —1<155 -k
(ilyen létezik, mert 155 — k > 0), azaz

0, hald<169—k<16;
3, hal7<169—k<2L;
8, ha22<169—k<28;
15, ha?29<169—k < 37;
24, ha 38 <169 —k < 48;
35, ha 49 < 169 — k < 61;
48, ha 62 < 169 — k < 76;
63, ha 77 <169 —k < 93;
80, ha 94 <169 —k < 112;
99, ha 113 < 169 — k < 133;
120, ha 134 < 169 — k < 156;
143, ha 157 < 169 — k < 168.

Ezutan a tobbi a;-t agy kell megvalasztanunk, hogy

k

> (@ —1)=169 -k — (af — 1)

1=2



teljesiiljon. Az a; valasztasa miatt 14 < 169 — k — (af — 1) < 36. A tovabbiakban tehat ezt a 14 és 36 kozé es6 szamot
kell 22 — 1 alakt szamok Osszegeként felirnunk.

Ha 169 — k — (a? — 1) oszthaté 3-mal, akkor irjuk fel legfeljebb 12 darab 3-as Gsszegeként; ha 3-mal osztva 1
maradékot ad, akkor 2 darab 8-as és legfeljebb 6 darab 3-as Osszegeként; ha pedig 3-mal osztva 2 maradékot ad, akkor
1 darab 8-as és legfeljebb 9 darab 3-as Gsszegeként irjuk fel.

Igy a 169 — k — (a3 — 1) szamot felirtuk legfeljebb 12 darab x? — 1 alaki szam Gsszegeként. (Természetesen ennél
valamivel jobb eredményt is kaphatunk, ha példaul 5, illetve 8 darab 3-ast kicseréliink egy 15-Osre, illetve 24-esre.
Konnyen ellendrizhetd, hogy 169 — k — (a2 — 1) felirhato6 legfeljebb 6 darab 2> — 1 alaki szam Osszegeként is. Mindez
azonban a megoldas menetét nem valtoztatja meg.)

Ha k > 13, akkor a t6bbi tagot 0 nak valasztva megoldast adtunk (2)-re; ezzel bebizonyitottuk, hogy a 169 felirhato
13,14, ...,155 pozitiv négyzetszam Osszegeként.

Azt, hogy 1,2,...,12 pozitiv négyzetszam Osszegeként is elGall a 169, ugy igazoljuk, hogy megadunk egy-egy
lehetséges felirast:

169 = 13%;

169 = 5% + 122;

169 = 32 + 42 4 12%;

169 = 4% + 52 +2-82%
169 =52 +4-62%;

169 =32 +42 +4-62%;
169 = 5- 4% + 5% 4 82%;
169 =4-3%+5° + 3 67
169 =9 - 42 + 5%

169 = 32 4+ 10 - 4%;

169 =12 4+4-2%2 +5-4% +2.6°

Ezzel bebizonyitottuk, hogy n = 13 valéban megfeleld.

(c) Megmutatjuk, hogy ha valamilyen n > 8 egész szamra S(n) = n?® — 14, akkor S(2n) = (2n)? — 14. Ebbél az
allitads azonnal kovetkezik, hiszen akkor indukcioval igazolhatd, hogy minden nemnegativ egész m szamra n = 13 - 2™
megfeleld.

Valoban, ezt m = 0-ra a (b) részben bebizonyitottuk, ha pedig n = 13-2™ megfelels, akkor n = 2-13-2™ = 13.2™*!
is megfelels.

Most tehat belatjuk, hogy ha S(n) = n? — 14 , akkor 4n® minden 1 < k < 4n? — 14-re felirhat6 k darab pozitiv
négyzetszam Osszegekeént. Ebbol, az (a) allitast is felhasznalva, kovetkezik, hogy S(2n) = 4n? — 14.

Legyen el6szor k < n? — 14. Ebben az esetben n’-et fel tudjuk bontani k darab pozitiv négyzetszam Osszegére. Ha
pedig ebben a felbontasban mindegyik négyzetszamot megszorozzuk 4-gyel, 4n? egy felbontésat kapjuk.

Legyen ezutan ki, ko, k3, k4 négy (n* — 14)-nél nem nagyobb pozitiv egész. Bontsuk fel n’-et ki, ka, ks, ill. k4 darab
négyzetszam oOsszegeére:

n2:a%+a§+...+ail; n2:b%+b§+...+bi2;

=4+ +dy; n?=ditdj+ oot di

Ha ezeket a négyzetszamokat mind osszeadjuk, 4n-nek egy olyan felbontasat kapjuk, amelyben ki + ko + ks + kg
darab négyzetszam szerepel:

n2Za%‘f'""f'ail+b%+"'+d%2+C%+"'+C%3+d%+'”+di4-

Mivel ki + ko + k3 + k4 barmilyen 4 és 4(n® — 14) = 4n* — 56 kozotti szam lehet, ez a modszer j6 konstrukcist ad
4 <k < 4n® — 56-ra.

Most bontsuk fel 4n2-et ugy, hogy n’-et tetszdleges modon felbontjuk pozitiv négyzetszamok Gsszegére, és ehhez
a felbontashoz adjunk hozza 3n? darab 12-t. Ezzel 4n?-nek egy olyan felbontasat kapjuk, amelyben a tagok szama
3n? + 1 és 4n? — 14 kozott barmilyen egész szam lehet.

A héarom konstrukcid, amit mutattunk,

1<k<n?-—14, 4 <k < 4n? — 56,

illetve
I +1<k<4n?-14

esetén adta meg 4n’-nek egy felirasat k darab pozitiv négyzetszam Osszegeként. Ha n > 8, akkor 4 < n? — 14 és
3n? 4+ 1< 4n?— 56, ezért minden 1 < k < n? — 14-re mikodik valamelyik moédszer.



Ezzel az allitast igazoltuk.

Megjegyzés. Ismeretes, hogy minden pozitiv egész szam felirhaté legfeljebb 4 négyzetszdm Osszegeként. Ennek
felhasznalasaval be lehet bizonyitani, hogy ha n? felithaté 2 és 3 pozitiv négyzetszam Osszegeként is, akkor S (n) =
2
n* — 14.



