Az allitast a pontok szama szerinti teljes indukciéval fogjuk bizonyitani.

El6szor is megjegyezziik, hogy ha a, b, ¢ pozitiv egészek és S azokbol a racspontokbol 4ll, amelyeknek = koordinataja
1 és a, y koordinataja 1 és b, z koordinataja pedig 1 és ¢ kozé es6 egész szam, akkor (1)-ben egyenléség van, mert
|S| = abe, |Sz| = be, |Sy| = ac és |S;| = ab.

Ezért az indukciés lépésnél S-nek csak olyan részhalmazait érdemes vizsgalni, amelyeket tgy kapunk, hogy S-et
egy, valamelyik koordinatasikkal parhuzamos sikkal két részre vagjuk.

Ha csak egy pont van, akkor |S| = |S;| = |Sy| = |5:| = 1, és az allitas igaz.

Tegyiik most fel, hogy a pontok szama |S| =n > 1, és n-nél kevesebb pontra az allitas igaz.

El6szor megmutatjuk, hogy van olyan sik, amely valamelyik koordinatasikkal parhuzamos és két nem iires részre
osztja S-et. Ha S-et nem lehet egy, az x-tengelyre merGleges sikkal kettévagni, akkor S minden pontjanak ugyanaz az
z-koordinataja. Hasonldéan, ha az y- és a z-tengelyre mergGlegesen sem lehet két nem {ires részre kettévagni, akkor a
pontoknak az y- és z- koordinatdja is megegyezik. Mivel azonban S-nek legalabb 2 pontja van, ez lehetetlen.

Mivel a feladatban a koordinata-tengelyek szerepe szimmetrikus, feltehetjiik, hogy az z- tengelyre merélegesen
vagtuk szét S-et két nem iires részre.

Legyen a két rész U és V; pontjaiknak az yz-, xz-, xy-sikokra valé ortogonélis vetiileteib6l alloé halmazok U,, Uy,

U., illetve V,, V,,, V..
Az U és V halmazok konstrukciojabol kovetkezik, hogy

[Ul+VI=IS, Uyl +Vyl =[Syl U= + V2| =151,
|Uz| < |8z és [Vi| < [Sk].

Ezen kiviil, mivel U-nak és V-nek n-nél kevesebb pontja van, az indukciés feltevés szerint
UI? < |U||U[|U] &s |V [* < Ve [Vy[V2l.
Mindezek és a Cauchy — Bunyakovszkij —Schwarz egyenlétlenség felhasznélasaval
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Ezzel az allitast igazoltuk.



