A feladat valojaban egy grafelméleti kérdés, amely igy fogalmazhato at: Mekkora az a legkisebb n, amelyre teljesiil,
hogy ha egy 9 pontd grafnak n éle van, akkor azokat akdrhogyan szinezziik ki pirosra vagy kékre, a graf mindig
tartalmazni fog egyszind haromszoget?

A megoldashoz fel fogjuk hasznalni a kovetkezd tételt: ha egy grafnak legaldbb 6 pontja van, akkor a graf vagy a
komplementere biztosan tartalmaz haromszoget, vagy masképpen fogalmazva: ha egy legalabb 6 pontu teljes graf éleit
kiszinezziik két szinnel, akkor a graf biztosan tartalmaz egyszint haromszoget.
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A 9 pontu teljes grafnak (2> = 36 éle van. Bebizonyitjuk, hogy ha a grafnak legalabb 33 éle van (azaz legfeljebb

3 él hidnyzik), akkor mindig tartalmaz egyszini haromszoget. Ezen kiviil példat mutatunk olyan kiszinezett grafra,
amelynek 32 éle van, és nem tartalmaz egyszind haromszoget. Ezekbdl pedig az kovetkezik, hogy n = 33 a keresett
Szam.

1. dbra

Ha a grafbol legfeljebb 3 él hidnyzik, akkor valasszuk ki mindegyik hidnyz6 élnek valamelyik végpontjat, és ezt
a legfeljebb 3 kivalasztott pontot hagyjuk el a grafbol. Ezzel az eredetinek egy olyan részgrafjat kapjuk, amelynek
legalabb 6 pontja van és amelyben mar nincsenek hiadnyzo6 élek (vagyis a részgraf teljes). Az el6bb idézett tétel szerint
tehat a részgraf tartalmaz egyszini haromszoget. A héromszog viszont az eredeti grafnak is része. Ezzel igazoltuk,
hogy ha a grafnak legalabb 33 éle van, akkor tartalmaz egyszind haromszoget.

Most mutatunk egy 9 ponta, 32 éli grafot, amelynek éleit ki lehet szinezni két szinnel agy, hogy ne tartalmazzon
egyszint haromszoget (1. dbra). Megjegyezziik, hogy a négy hidnyz6 él kozil semelyik kettének nem lehet kozos
végpontja, mert ellenkezd esetben el lehetne hagyni harom pontot (az egyiket a két él kozos végpontjanak vélasztva)
gy, hogy a megmaradé 6 pontd graf teljes legyen, az pedig biztosan tartalmaz egyszini haromszoget.

Ez a feltétel maris meghatéarozza, hogy mi a graf; nekiink csak a szinezést kell elGirnunk.

A jobb attekinthetGség érdekében folytonos szakaszokkal abrazoljuk a piros éleket, a kék szinteket nem rajzoljuk
be. A teljes grafbol kimarado 36 — 32 = 4 élet szaggatott vonal jelzi. A 2. dbrdrdl jol latszik, hogy a graf sem teljes
haromszoget, sem pedig lires hdromszoget nem tartalmaz.



Megjegyzés. A felhasznélt segédtétel a kovetkezSképpen bizonyithato be. Legyen A a graf egy tetszéleges pontja.
Mivel A-bél legalabb 5 él indul ki, az élek kozott van hdrom egyszind, mondjuk piros. Legyen ezek végpontja B, C és
D.

Ha a B, C, D pontok koziil kett6t piros él kot Ossze, akkor ez a két pont A-val egyiitt egy piros haromszoget alkot.
Ha pedig a BC'D haromszog élei koziil egyik sem piros, akkor BC'D egy kék haromszog.



