Ha f(z) = x minden z valds szamra, akkor (1) nyilvan teljesiil. Be fogjuk bizonyitani, hagy ez az egyetlen megoldas.

Elgszor megmutatjuk, hogy f bijektiv, azaz minden valds szamot pontosan egyszer vesz fel. Ha c tetsz&leges valos
szam, akkor (1)-be y = (c— (f(z))?)-et irva latjuk, hogy f felveszi a c értéket. Azt kell még igazolnunk, hogy kiilonbozé
szamokhoz kiilénb6z6 értéket rendel. Legyen yq és yo két kiillonb6z6 szam és = tetszbleges. Az (1) azonossag alapjan

F@® + fy) =y + (f(2))
F@® + fy2) = y2 + (f(2))*.

Ha f(y1) = f(y2) lenne, akkor a bal oldalon mindkét egyenletben ugyanaz a szam allna. Ez viszont ellentmond annak,
hogy a jobb oldalak kiilonboz6ek. Tehat f(y1) # f(y2), a fliggvény valoban bijektiv.

Masodszor bebizonyitjuk, hogy a fﬁggvépy paratlan, azaz minden x valés szamra f(—z) = —f(z), specidlisan
f(0) = 0. Legyen z # 0, y pedig tetsz6leges. Irjuk fel az (1) azonosségot az x,y és a —x,y szamparokra:
F@®+f(y) =y + (f@)?
F@+ f(y) =y + (f(=2))

Mivel a bal oldalak megegyeznek, (f(z))? = (f(—x))?, amibsl |f(z)| = |f(—=z)|; masrészt f bijektiv volta miatt
f(x) # f(—x). Ezekbdl pedig az kovetkezik, hogy f(—z) = —f(z) # 0. Latjuk, hogy f a 0-t a 0-n kiviil mashol nem
veheti fel, ezért f(0) csak 0 lehet; f tehat tényleg paratlan.

Most irjunk (1)-ben z helyére 0-t; azt kapjuk, hogy tetsz6leges y-ra f(f(y)) =y .

Megmutatjuk még, hogy f monoton nd, azaz ha a < b két valés szam, akkor f(a) < f(b). Legyen c olyan szam,
amelyre b = a 4 . (Mivel a < b, létezik ilyen.) Ha (1)-be 2 = c-t és y = f(a)-t irunk, azt kapjuk, hogy

FO) = f(* +a) = f( + f(y)) =y + (£(c)* = f(a) + (£(c))* = f(a).

Ezek utdn mér konnytszerrel belathatjuk, hogy f(z) =  minden z-re. Legyen x tetsz6leges. Ha f(z) < z, akkor
a monotonitas miatt f(f(z)) < f(z), ami ellentmondéas, mert f(f(z)) = z. Ha pedig f(z) > z, akkor f(f(z)) > f(x),
ami szintén ellentmondas. Tehat csak f(z) = = lehetséges.



