I. megoldas. TetszGleges k € N esetén, ha k diadikus alakja
k=ana,—1. - aoe= Za5-2s (a;=0vagy 1; i=0, ...,n),
s=0

akkor legyen
n
Yk = Zas . 2—(18,
s=0
ahol a > 1 a feladatban rogzitett valos szam. Legyen most i, j € N, i # j, tovibba i és j kettes szAmrendszerbeli alakja
1 ="bpbp_1...b0@ € J=CnCn_1...C0@

Feltehetd, hogy ¢ > j, és ekkor n > m. Tegyiik fel tovabbéa, hogy r az a természetes szdm, amelyre ¢ és j diadikus
alakja az utolso r db jegyben megegyezik, de (r + 1)-edik jegyében — hatulrol olvasva — mar kiilonbozik:

r = min{s| bs # c;, 1<s<n},
(m < s < n esetén legyen ¢s = 0). Ekkor
(1) li—jl=i-j=2",

és a > 1 miatt

i =il = D b 27 =Y o2 = Db 27 =Y e 27 >
s=0 s=0 S=r s=r
> g—ar _ 2—11(T+1) _ 2—a(r+2) _ . _gany g-ar <1 . Z 2—as> _
s=1
1 1 20 _ 9
=27 (1-277 =97 (1 — — 9—ar .
1—2—a 20 _ 1 2a _ 1
Ezt (1)-gyel egybevetve:
24 —2 20 _ 9
i — 4.~_»a 27(17". .27«@: ,
lyi = g5l - i = 1" > 1 ) =g
ami azt jelenti, hogy az
20 — 1
= 5—>5 k=0,1
Tk 9a _2yk ( , 1, )

sorozat i,7 € N; i # j esetén
|z — a5 - i = j[* > 1,

tovabba (yi) korlatos volta miatt (xy) is korlatos:

20 — 1 29 —1 = s 20
Osoe=grgh <y 22" =5y
s=0

Ezzel a feladatot megoldottuk.

II. megoldas. Konstrukciot adunk az a = 1 esetre — ez nyilvan megfelel6 a > 1 esetére is.

Alapétletiink a kovetkezs: Tegytik fel, hogy v olyan (irraciondlis) szam, amelynek minden P (p,qg €Z; q>0)
q

kozelits tortjére az eltérés

L

p
2 — = >
(2) ‘7 ‘_an’

q

ahol « > 0 valamilyen rogzitett konstans. Ekkor tekintjiik az
zp=a-{vk} (k=0,1, ...)
sorozatot, ahol {t} =t — [t] a t szam tOrtrészét jeloli. Vilagos, hogy (zy) korlatos:
0 <z < q,

tovabba i,j € N; i # j esetén (@ > j feltehetd)



v — |- i = jl = - {yit = {75} - i = jl =
=a-|(yi = j) = (Ivil = Dl - i = g,
ill.ag=1i—j (>0), p=[yi] — [vj] jeloléssel p és q egészek, tehat (2) szerint

. P
i — x| - [i = jl = a-lgy —pl-¢=ag® 7——‘217

q

vagyis az (xj) sorozat megfeleld.
Az is latszik, hogy az

k=0,1, ...) sorozatra |z}| < g,tovébbé
RS

|2f — 2] - i = gl = i — ;] - i = 5] = 1,

tehat az x), sorozat is megfeleld.
Ezek szerint csak a (2)-t kielégits v-t és a-t kell talalnunk, s6t minél kisebb az a, annal jobb a sorozatunk korlatja.
(2)-re talan v = V2 és a = 3 adja a legegyszeriibb példat:

p 1
3 25> —
®) ‘\F q‘>3q2

mindig fennall. Ha ugyanis lenne olyan P kozelits tort, amelyre
q

() ‘f——‘s

akkor

lenne, amibdl
2V/2 1\?
-2 < 22 (—)
3q

kovetkeznék. (4) nyilvan nem allhat fenn ¢ = 1 esetén, ezért ¢ > 2, tehat

p° 2q|<—+ <1.

W2 ( )2:2\/54—%

3
vagyis
p* —2¢° =0,

hiszen |p? — 2¢*| nemnegativ egész.
Mivel V2 irracionalis, ezért p® — 2¢% = 0 ellentmondast jelent, ami (3)-at igazolja.
Ezzel sikeriilt megadnunk olyan (xy) sorozatot, amelyre

3 . .
|,’Ek|<§, és |z, —xjy|-li—j]>1

teljesiil, ha i,5 € N; i # j.



