n=3 nyilvan megoldas, hiszen 2% + 1 = 9 oszthat6 32 = 9-cel. Megmutatjuk, hogy mas megoldas nem létezik.
Irjuk ehhez az n-et 3* - d alakba (k > 0, 3 és d relativ primek). Ekkor

k—1
(1) 0"+ 1=2"1 4 1= (27 4+1) [](@*%¢ - 2% +1).
1=0

Mivel minden paratlan ¢ egészre 2% — 2¢ 4+ 1 oszthaté 3-mal, de nem oszthaté 9-cel, ezért (1) jobb oldalan a k-tényezds
szorzat 3-nak pontosan a k-adik hatvanyaval oszthato.

Ha most a fenti alaki szam megoldas, azaz n? = (3kd)2 osztoja 2™ 4 1-nek, akkor a ,hidnyz6” 3-as tényeztket az
(1)-beli szorzat els6 tényezdjének kell tartalmaznia:

3129 41,

ami csak a k = 0, vagy 1 esetekben lehetséges, hiszen (d,3) = 1 miatt 91 2% + 1.

Megmutatjuk, hogy d értéke csak 1 lehet. Tegyiik fel, hogy d > 1 és legyen a d legkisebb primosztdja p, ami legalabb
5, masfelsl (p — 1,d) = 1.

A feltétel miatt

(2) p|2" + 1,

a kis Fermat-tételbdl pedig
p|l2P~t -1

kovetkezik. Igy a
22" = 1(mod p)

és

2P~ = 1(mod p)
kongruenciakbol
(3) 2™ = 1(mod p)

kovetkezik, ahol m = (2n,p — 1).

Mivel 2n|2 - 3d és (p — 1,d) = 1, ezért sziikségképpen m|6, azaz (3) szerint a p primszém az 1, 3, 7, 63 szamok
valamelyikének 3-néal nagyobb primtényezGje, ami csak tgy lehetséges, ha p = 7. Ez viszont lehetetlen, ugyanis (2)
alapjan ekkor 7|2" + 1, ami egyetlen pozitiv egész n kitevével sem teljesiil. A d tehat valoban nem lehet 1-nél nagyobb.

A feladat feltétele igy csak azokra az n = 3%d szamokra teljesiilhet, amelyekre k < 1 és d = 1. Ha k = 0, akkor
n =1, ha pedig k = 1, akkor n = 3.



