I. megoldas. A kovetkez$ megoldést sajnos nem a versenyen, hanem uténa, este talaltam. Ekkor mér tudtam azt,
hogy a végtelen leszallas elvével kijon a feladat. Erre a médszerre igazsag szerint magamtoél is gondolhattam volna,
hiszen két hazai vilogatoversenyen sziikség volt réa.

Tegyiik fel, hogy a a < b. Osszuk el b-t maradékosan a-val: b = qa +r (g, r egész; 0 < r < a). Ekkor

ab+1=gqa®+ra+1,és
a? +b% = a® + ¢®a® + 2ar + 2.
A feltétel szerint ab + 1]a® + b?. Legyen a hanyados k, azaz
k(ga® 4+ ra + 1) = a* + ¢*a® + 2qar + r*.
Masrészt:
q(qa® +ra+1) = ¢*a® + qar + q.

A fels6 egyenletbdl az alsot kivonva:
(1) (k —q)(ga®* +ra+1) =a*+qra +r* —q.

Most két esetet kiilonboztetiink meg:
L. r = 0 (azaz alb),
II. » # 0 (azaz a t b).
Mind a két esetben (1) jobb oldalat fogjuk alulrél és feliilrsl tgy megbecsiilni, hogy ennek, mint (ga® + ra 4 1)
tObbszordsének, mér csak egy lehetséges értéke marad.
L eset. r = 0. (1) most igy alakul:
(k—q)(ga® +1) =a® — ¢q.
Konnyen lathato, hogy:
—(qa® +1) <a® —q < qa® +1,
tehat
a?—qg=0, ésk—q=0.
Ez utébbiakbol: k = a?, azaz valoban négyzetszam.
Lathato az is, hogy az a | b esetben csak a b = a® lehetséges, és az a, a
IL. eset. r # 0. Megmutatjuk, hogy ekkor:

3 szampar kielegiti a feltételt.

0<a?®+qra+r?—q<2(qa®+ra+1).
A bal oldali egyenl6tlenség abbol kovetkezik, hogy a? + 12 > 0, és qgra — ¢ = 0. (Itt hasznaljuk ki, hogy r > 0.) A jobb
oldali céljara:
2ga® > a® + qra, (r <a)
2ra > 12,
2> —q,

ezeket Osszegezve megkapjuk a jobb oldali egyenlGtlenséget, és igy (1)-ben csak

g’ +ra+1=a’>4+qra+r*—q e k—q=1
lehetséges. Atrendezve:
(2) @+ (a—1)? = (q+ Dlala - ) +1).

r < amiatt a —r > 0, igy a és (a — ) is pozitiv egész. Az a, b szamokbol kiindulva talaltunk egy masik szampart, a-t
és (a — r)-et, amelyre
a4+ b? B (a—17)%+a?
ab+1  (a—r)a+1’
és ebben az Gj szampéarban a szimok minimuma, (a—r) kisebb, mint az eredeti szampérban (a). Ha most a —r|a, akkor
az L. eset szerint k négyzetszam. Ha pedig a — r 1 a, akkor a II. eset szerint tovabb tudjuk csdkkenteni a minimumot.
Az eljarast folytatva el6bb-utébb az I. esethez kell eljutnunk, ha el6bb nem, akkor, amikor a két szdm minimuma 1
lesz.
Ezzel belattuk, hogy k csak négyzetszam lehet.
Nézziik még meg, milyen szampéarok elégitik ki a feladat feltételeit! Figyelembe véve, hogy a II. pont eljarasaval
elgbb-utébb minden megoldasbol egy (a, a3) tipust megoldashoz jutunk, az eljarast (a II. esetbelit) megforditva
kapjuk, hogy a megoldasok az

3 2
ar=a, az=40a", Gpi2=0"0Anp1 — Ay

tipusi sorozatok szomszédos elemeib6l all6 szamparok.
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A 6. feladat t6bb szempotbdl is a legnehezebbnek bizonyult a versenyen. A magyar csapat példaul mindossze
egyetlen pontot szerzett ezen a feladaton. Ennél taldn tobbet mond, hogy az olimpiai bizottsag tagjai koziil — ez a
bizottsadg hat kivallo ausztral matematikusbol allt, és 6k valasztottak ki a részt vevs orszagok javaslataibol azt a 31
feladatot, amelyik a nemzetkozi zstri elé keriilt — senki sem tudta megoldani.

Hosszas vita utan végiil kitiizték. Sokan fogadtak arra, hogy nem, vagy alig lesz jo6 megoldas, és majd mindenki
veszitett. Végil 11 (1) versenyzd oldotta meg helyesen a feladatot. A szerz6k mindegyike igy vagy ugy a végtelen
leszallas modszerével jutott el a megoldashoz. Az aldbbiakban a bolgar Emanuel Atanaszov kiilondijas megoldésat
ismertetjiik, aki talan a legelegdnsabban nyult a probléméhoz.

I1. megoldas. Jeloljiik a hanyados értékét K-val és rendezziik at a feltételt. Igy az
(1) a’® — Kab+b* = K
Osszefiiggéshez jutunk. Tegyiik fel, hogy az allitas nem igaz, a K nem négyzetszam, és tekintsiik az
(2) 2 — Kay+9y?> =K

kétismeretlenes diofantoszi egyenletet, amelynek feltételiink szerint létezik pozitiv egész (a;b) szdmokbol allé megol-
déasa.
Vegytik észre, hogy (2)-nek nem lehetnek ellenkezd elGjeld megoldésai, hiszen ekkor a bal oldalon

—Kzy > K és 22 —y? > 0.

Olyan megoldasa sincs a (2) egyenletnek, ahol az egyik szam 0 volna, hisz ekkor a bal oldal értéke négyzetszam.
(Lényegében itt hasznéljuk fel az indirekt foltevést!)

Tekintsiik most a (2) egyenletnek azt a pozitiv (A, B) megoldasat, amelyre a két szam kozil a nem nagyobb —
legyen ez B — minimdlis. Ilyen létezik és az el6bbiek szerint A = B > 0.

A (2)-ben y helyére B-t helyettesitve az imméar egyismeretlenes

(3) 2> ~KBr+B?>-K=0
egyenletet kapjuk, amelynek tehat az A megolddsa. A masodfoki (3) egyenlet mésik, A’ gydkére
A+ A = KB,

tehat A is egész.

Az (A’, B) szdmpar is megoldasa (2)-nek, a B pozitiv, igy az A’ is az. A gyokok és egyiitthatok kozti masik
Osszefiiggésben a gyokok szorzata pozitiv:

A'A = B? — K > 0, ahonnan

0 < A’A < B?, vagyis

A 2 B miatt A’ < B!

Abbol a feltevésbdl kiindulva, hogy a K nem négyzetszam, talaltunk a (2) egyenletre egy méasik megoldast, az
(A'B) szampért, ahol 0 < A" < B, ellentétben az (A, B) megoldasra elsirt kikotésiinkkel. Ez azt jelenti, hogy a K
valoban négyzetszam.



