6. feladat. Adott a sikban egy véges sok rdacspontbol dllo halmaz. Dontsiik el, vajon minden esetben lehetséges-e
ezek kézil a pontok kozil néhdnyat pirosra, a tobbit pedig fehérre szinezni gy, hogy minden olyan egyenesen, amely
parhuzamos valamelyik koordindta-tengellyel, a rajta lévd piros pontok szama legfeljebb 1-gyel térjen el az ugyancsak
rajta lévd fehér pontok szamdatol.

Megoldas. A pontok szaméara vonatkozo teljes indukcioval bebizonyitjuk, hogy mindig létezik a kivant szinezés.
Egy pont esetén az allitas nyilvanval6. Tegyiik fel tehat, hogy n > 2, és n-nél kevesebb pont esetén kiszinezheték a
pontok az elGirt médon, és megadjuk az n pontnak egy megfelel§ szinezését.

Ko6nnyt dolgunk van, ha taldlhat6é olyan P pont, melynek sordban tovabbi pont mér nincs. Ekkor P-t elhagyva a
megmaradt (n — 1) pontot szinezziik ki a megfelel6 modon, és ha P oszlopaban legalabb annyi piros pont van, mint
fehér, akkor P-t szinezziik fehérre, ha eggyel tobb fehér pont van, mint piros, akkor pedig pirosra. Ekkor az n pontnak
egy jo szinezését kaptuk, hiszen P sordban és oszlopaban teljesiil a feltétel, a tobbi sorban és oszlopban pedig nem
tortént valtozas. Hasonlé a helyzet, ha van olyan P pont, melynek oszlopadban nincs tovabbi pont. Vizsgaljuk tehét
azt a fennmaradd esetet, amikor minden pont sordban és oszlopaban is van tovabbi pont. Ekkor egy tetszéleges A
pontbdl kiindulva, annak soraban vélaszthatunk egy téle kiilonb6z6 Ay pontot, As oszlopdban As-t, As sordban Ay-t,
és igy tovabb felvaltva. Minthogy véges sok (n) pontunk van, véges sok lépés utan az A;, Ag, ... pontsorozatban olyan
tagot kell valasztanunk, amely mar szerepelt. Legyen tehat A, = A, (r > p) az els6 ilyen ismétlsdés. Ha r — p paros,
akkor az Ay, Ap+1, ..., Ar—1 sorozatban minden tag az egyik szomszédjaval egy sorban, a masikkal egy oszlopban van
(ha A,_1-t és A,-t is szomszédoknak tekintjiik). Gondoljunk uténa, hogy ha r — p paratlan, akkor ugyanez mondhato
az Apt1, Apta2, ... Ap_1 sorozatrdl. Hagyjuk el tehat ezen sorozat pontjait, a maradékot az indukcios feltétel szerint
kiszinezhetjiik a kivint modon, a sorozat pontjait pedig szinezziik ezutan felvaltva pirosra, ill. fehérre. Ekkor az n
pontnak egy jo szinezését kapjuk, hiszen minden sorban és oszlopban ugyanannyival viltoztatjuk meg a piros, ill. fehér
pontok szamét. Ezzel az indukcios 1épést elvégeztiik, a feladat kérdésére igenld valaszt adhatunk.



