5. feladat. Hatdrozzuk meg az ésszes olyan f fiigguényt, amely a nem-negativ valés szamok R halmazdn van
értelmezve, csak nem-negativ valds értéket vesz fel és teljesiti a kdvetkezd hdrom feltételt:

(@) f(z-f(w) fly)=f(z+y) minden =z, y € R{ esetén;
() F(2)=0;
(¢) f(x)#0, ha 0<x<2.

Megoldas. Elgszor két egyszert megallapitast tesziink. Egyrészt f(0) = 1, hiszen az (a) feltételt z = y = 0
esetén alkalmazva f(0) = f(0- f(0)) - f(0) = f(0)*, tehat f(0) értéke csak O vagy 1 lehet, de az els§ lehetdséget a
(c) feltétel kizarja. Masrészt © > 2 esetén f(z) = 0 adodik konnyen, ha az (a) feltételbe = — 2 és 2 értékeket frunk:
f(@)=f((z—2)- f(2))- f(2) =0a (b) feltétel miatt.

Tegyiik fel most, hogy 0 < = < 2, ekkor persze 0 < 2 —x < 2 is teljesiil és igy az (a) feltételt alkalmazva a 2 — z
és x szamokra f((2 — z) - f(x)) - f(z) = f(2) = O adodik. Itt (c) miatt f(z) # 0, (2 —z) - f(x)) = 0, tehat ismét
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csak (c)-t alkalmazva a (2 — ) - f(z) > 2, f(z) > ) egyenlGtlenséget kapjuk. A tovabbiakban belatjuk, hogy itt
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egyenltség all. Tegyiik fel ugyanis, hogy valamely 0 < y < 2 esetén f(y) >
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p— vagyis f(y) = —— +d, ahol d
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pozitiv. Ekkor talalhaté olyan x pozitiv szdm, melyre = <z <2-—y.Erreaz z, y patrraz +y < 2,
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tehat f(z + y) > 0; valamint = - f(y) > 2, f(x . f(y)) = 0 all fenn. Igy az (a) feltétel nem teljestl rajuk, és ez az
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ellentmondas mutatja, hogy valoban minden 0 < y < 2 esetén f(y) = ry Az eddigiek soran tehat megallapitottuk,

hogy a feladat feltételeinek csak a kdvetkezd fliggvény tehet eleget:

2
f(:zj)f m, ha 0S$<2,

0, ha = > 2.

Most mar csak azt kell megvizsgalnunk, hogy ez a fliggvény valoban megfelel-e a kovetelményeknek. Ezt azonban az
olvasora bizzuk, kdnnyen lathato, hogy ez a fiiggvény jo.



